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852. 11 ressort avec évidence des développements conlenns 
dans les Chapitres précédents que, jiisqiFici, ie problème de la 
déformation des surfaces n*a pu cire résolu d’une manière com- 
plète que dans un petit nombre de cas. Pour faire connaître tout 
ce qu’il y a d’essentiel dans les ti'avaux des géomètres sur ce 
beau et difficile sujet, il nous reste à exposer toute une série de 
D. ~ IV. 
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t> LIVRE VIII, — CHAPITRJS 1. 

recherches relatives à la déformation infiniment petite, recherches 
qui conduisent, soit dans la théorie des surfaces, soit dans celle 
des congruences, à des propositions du plus haut intérêt. For- 
mulons d’abord d’une manière précise l’énoncé du problème qui 
va nous occuper dans ce Chapitre et dans les suivants. 

Imaginons que l’on détache de l’ensemble des surfaces qui résul- 
tent de la déformation d’une surface donnée (S) une famille de 
surfaces dont (S) fera partie, c’est-à-dire une suite continue de 
surfaces, représentée en coordonnées rectangulaires par une équa- 
tion de cette forme 

Ç5(X, Y, Z, 0 = 0, 


où t désigne un paramètre variable et telle que la surface proposée 
corresponde, par exemple, à la valeur zéro de ce paramètre. Si 
désignent les coordonnées d’un point quelconque de (S) 
et si X, Y, Z sont les coordonnées du point correspondant de la 
surface de paramètre 0 on devra avoir 


On peut d’ailleurs supposer que X, Y, Z, fonctions de la va- 
riable t en même temps que de a;, jk, 2, soient développables sui- 
vant les puissances de i. Et comme X, Y, Z doivent se réduire 
respectivement à 5 pour ^ = o, on devra avoir 


< 2 ) 


r- 


X = T-h eXi-h (Ixs -h..., 

*+■ -f-. . , , 




^2,72,52 , . . . désignant des fonctions indépendantes 
de t, mais dépendantes des deux paramètres, quels qu’ils soient 
que 1 on a choisis pour fixer la position du point sur la’ 

surface (S). Substituons les valeurs deX, Y, Z dans l’équation 0) 
et égalons à zéro les coefficients des différentes puissances de / 
iSous obtenons ainsi les relations 

i ' dxdxi^ dydyi ■+■ dz dzy = o, 
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qui permettront de déterminer de proche en proche les fonc- 
tions inconnues Xi^ y/, Zi, Si, par exemple, on pouvait intégrer 
de la manière la plus générale le système (3) en obtenant pour 
les valeurs de X, Y, Z des séries convergentes, il est clair que 
l’on aurait résolu d’une manière complète par la méthode des 
séries le problème de la déformation finie de la surface (S). 

Envisagé de cette manière, le problème exige en premier lieu la 
détermination des fonctions qui satisfont à la première 

des équations (3) 

(4) dx dy dz dzi=^ O. 

C’est l’intégration complète de cette équation aux différentielles 
totales qui donne la solution de ce que nous appellerons dans la 
suite le problème de la déformation infiniment petite de la 
surface (S). 

Supposons que l’on ait trouvé des fonctions vérifiant 

les trois équations aux dérivées partielles qui sont comprises dans 
l’équation (4) et considérons la surface (S') définie par les équa- 
tions 

(5) il? -H Z'=z-htzi. 

On aura, en tenant compte de l’équation (4), 

dX'^-h dY'^-hdZ'^ = dx^-h dy^-h dz^-h t^(dxf -f- dyj -h dz^), 

de sorte que, si le paramètre t est infiniment petit, la surface (S') 
correspond point par point à (S), de telle manière que les longueurs 
de deux courbes correspondantes diffèrent seulement de quantités 
infiniment petites du second oi'dre par rapport à t. Si l’on veut 
donner une forme entièrement géométrique à cet énoncé, on peut 
dire que la surface (S') est infiniment voisine de (S) et que la diffé- 
rence des longueurs de deux courbes correspondantes tracées sur 
les deux surfaces est du second ordre par rapport à la distance 
qui sépare deux points correspondants quelconques sur (S) et 
sur (S'). 

En comparant les formules (5) aux formules ( 2 ), on peut encore 
admettre que, z^ une fois connus, on pourra toujours, et 

d’une infinité de manières, déterminer les fonctions x^, y^y ^ 2 ] 
x^y ... qui entrent dans les puissances supérieures de de telle 
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sorle que la surface (S') sera infiniment voisine du second ordre 
d’une infinité de surfaces effectivement applicables sur (S). D’une 
manière plus précise, si AI' est le point de (S') qui correspond à 
un point M de (S), la différence géométrique entre le vecteur MM' 
dont les projections sont 

X'-x, Y-y, Z' -Z, 

et le vecteur AIM" qui réunirait le point M au point correspon- 
dant AF d’une surface rigoureusement applicable sur (S) et conve- 
nablement choisie, sera une grandeur géométrique infiniment 
petite du second ordre par rapport au segment AIM", au moins 
dans toute l’étendue d’un segment fini de la surface (S) (*). 

Si, par les différents points de (S), nous menons les vecteurs 
AIAI', ces vecteurs indéfiniment prolongés engendreront une con- 
gruence de droites que nous appellerons les directrices de la dé- 
formation infiniment petite. Quant à la grandeur MAF, nous 
l'appellerons le module de la déformation. Il est clair qu’une dé- 
formation est déterminée si l’on connaît, pour chaque poin t de (S), 
la directrice et le module de la déformation . Comme l’équation ( 4 ) 
ne change pas déformé lorsqu’on y multiplie iP,, 7 ,, 5 , par une 
constante, nous pourrons supprimer le facteur t et considérer le 
module comme une quantité finie 

an- = , 

en nous souvenant que, si l’on veut obtenir une surface (S') résul- 
Unt de la déformation infiniment petite de (S), il faudra porter, 
a partir de chaque point, sur la directrice de la déformation une 
ongueur J3K., s désignant une constante infiniment petite quel- 
conque. On voit que le module peut toujours être multiplié par 

833. Si l’on imagine les coordonnées ^ exprimées en 


d'an plaû satisfait ici à ta définition de k 

quelle résulte de la déformation infiniment petite dinlarT TT 

rompte aisément de la raison de cette exeeptfon ^ ^ ^ ® 
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fonction de deux variables ii et l’équsatioiaa aux différentielles 
totales (4) se décomposera dans les trois ssuiVaJiiites : 

du du du du du du ^ 

ds? du du àç> dç du du <)(> àësu du dt^ 

dp dp dp dp 5p "Jp 


Quant aux autres équations compris *€s d sans le système (3), 
si l’on chercbe à les intégrer successivemea-t, elles se ramènent 
toutes au tjpe suivant : 


da? dct^i âjr dyt 
du du du du 


da? dc^i dx dxi 
dp du du di> 


dx dxi 
dp dp 


dz d^s/ 
du dm 


= — éi> 


= î/, 


= G/, 


qui ne diffère du précédent que parles ttermœs du second membre 
A/, B/, C/, ces termes étant chaque fois (ffl es fcx> ne lions connues de u 
et de P. Or, il résulte d'une proposition! Je ♦Cauchy que Von sait 
toujours intégrer par des quadrature'- ^ün système quelconque 
d^ équations linéaires aux dérivées puï^tielles açec second 
membre toutes les fois que Von sait inte^grer d\ine manière 
générale le même système qà les secoué r^embr es ont été sup- 
primés, En utilisant ce résultat dans la ques .tion qui nous occupe, 
on peut donc énoncer la proposition sir, ivanite : 

Quand on saura trouver de la mar^itæ la plus générale les 
termes ty,^y tz,^ des séries or 'ipoEum'a^ par de simples 

quadratures, déterminer succès s ioeîrtz eut itous les autres. 

En d’autres termes, quand on smraarès 'mdre d^iine manière 
complète le problème de la déformastim infiniment petite, tel 
que nous V avons énoncé, on pourrcrzjjia-^r de simples quadra- 
tures, résoudre le même pj'ohlème une approximation, 

non plus seulement du second ordro, snids” de tel ordre que Von 
voudra. 


854. Ces remarques générales une fois présentées, revenons à 
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Téquation (4) et, pour l’interpréter géométriquement, considérons 
la surface (S^) lieu du point dont les coordonnées sont , jki 5 • 

Cette surface correspond point par point à (S) et l’équation (4) 
exprime évidemment que les éléments linéaires correspondants 
des deux surfaces sont toujours perpendiculaires. Ainsi le pro- 
blème de la déformation infiniment petite de (S) équivaut à la 
détermination des surfaces (Si) qui correspondent point par point 
à (S) de telle manière que les éléments linéaires correspondants dé- 
finis respectivement par les projections dx^ dy^ dz et dx\ , dy ^ , dz^ 
soient orthogonaux. Nous avons déjà rencontré [I, p. 324, 32 5] ce 
mode de correspondance, étudié en premier lieu par M. Moutard ( ^ ) 
et M. Ribaucour (-). Voici comment ces deux géomètres avaient 
été conduits à se poser ce problème dit des éléments rectangu- 
laires. 

Considérons deux surfaces (S), (Si), applicables l’une sur l’autre. 
Si nous désignons parX, Y, Z; Xi, Y i, Zi les coordonnées rectan- 
gulaires de deux points correspondants sur ces surfaces, on aura 

= dXj -h dn ® -f- , 

ce que l’on peut écrire 

f/(X-Xi) c?(Xh-Xi) h- dÇi - Yj) ^(Y -h Yi)-i-^(Z - Zi) d{Z H- Zi) = 0. 
Si donc on pose 

X = ar 4 -a?i, Xi = a?— a 7 i, 2 a?=X- 4 -Xi, 2iPi = X— Xi, 

Yi= 7 — jKi, ou 27 = Y-f-Yi, 27i==Y— Yj, 

Z = Zi = ^ — ^1, 2 ^=Z-i-Zi, 2^1 = Z — Zj, 

il viendra 

dx dx\ - 4 - dy dyx dz dzi = 0. 

Ainsi, lorsque deux surfaces (S), (Si) sont applicables l’une (*) 


(*) Voiî’ Moutard, Sui' la déformation des surf aces {Bulletin de la Société 
Philomathique, année 1869, p. 45 , séance du 12 juin), ainsi que le Mémoire et la 
Note insérés aux Comptes rendus, t. LXX, p. 834 et déjà signalés [II, p. 53 ], 

(•) Les premières recherches de M. Ribaucour, dont la Science déplore la mort 
récente et prématurée, remontent à peu près à la même époque et sont contenues 
dans la Note Sur la théorie de V application des surfaces Vune sur Vautre 
insérée au Bulletin de la Société Philomathique, année 1869, p. 3 ;. 
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sur Vautre, la suî'face (S), lieu du milieu des segments^lM^ 
dont les extrémités sont des points correspondants sur les deux 
surfaces, et la surface (fàé) obtenue en menant par un point 
fixe quelconque de V espace des droites parallèles et propor- 
tionnelles aux segmentsMMi se correspondront point par point 
avec orthogonalité des éléments linéaires. Et, réciproquement, 
si deux surfaces (S), (S^) se correspondent açec orthogonalité 
des éléments linéaires, et que Von mène, par chaque point 
de (S), deux droites, égales et de sens contraires, parallèles 
et proportionnelles au rayon vecteur qui joint un point fixe 
de V espace au point correspondant de (S^), les extrémités de 
ces deux vecteurs décrivent deux surfaces (S), (S,), applicables 
Vune sur Vautre, 

Ainsi il revient au même de chercher un couple de surfaces 
applicables l’une sur l’autre, ou un couple de surfaces se corres- 
pondant avec orthogonalité des éléments linéaires. Mais il importe 
de remarquer que, si l’on sait résoudre le problème des éléments 
rectangulaires pour une surface (S), c’est-à-dire trouver toutes les 
surfaces qui lui correspondent avec orthogonalité des éléments li- 
néaires, on ne saura pas pour cela déterminer toutes les surfaces 
applicables sur (S). On pourra seulement connaître des couples 
de surfaces applicables l’une sur l’autre et contenant des constantes 
ou des fonctions arbitraires. 

855 . C’est dans une Communication présentée par l’auteur à 
la Société mathématique de France, le 17 décembre 1878 (^), qu’a 
été établi pour la première fois le lien entre le problème des 
éléments rectangulaires et celui de la déformation infiniment 
petite que nous avons signalé plus haut. Si l’on emploie les défi- 
nitions que nous avons adoptées, la proposition qui a servi de 
point de départ aux recherches de M. Moutard prend la forme 
suivante : 

LorsqiCon connaît une déformation infiniment petite de (S)r 
si Von porte à partir de chaque point de (S) sur les droites di- 


(») Cette Communication est restée inédite. Voir une Note Sur les équations 
aux dérivées partielles insérée aux Comptes rendus, t. XCVI, p. 766 ; mars i883. 
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rectrices de la déformation deux longueurs égales et de sens 
contraires^ proportionnelles au module de la déformation^ on 
obtient un couple de surfaces applicables Vune sur Vautre. 

Et réciproquement : 

Si deux surfaces (S), (St)sont applicables Vune sur Vautre, 
la droite MM^ qui joint deux points correspondants de ces sur- 
faces est à la fois la directrice et le module dhine déformation 
infiniment petite pour la surf ace {?>) lieu du milieu de MM^. 

Depuis ces premières recherches, M. Lecornu (^) et Beltrami (2), 
dans deux Mémoires importants, publiés en 1880 et 1882, se sont 
préoccupés de l’étude détaillée des forces que met en jeu la dé- 
formation infiniment petite d’une surface donnée, M. Weingarten 
a repris la question en se plaçant au point de vue de la Géo- 
métrie (®). D’importants résultats relatifs au problème des éléments 
rectangulaires se trouvent aussi dans différents Mémoires de 
Ribaucour, de MM. Bianchi, Cosserat, Guichard, etc., et seront 
exposés plus loin. 

L’auteur va développer ici les méthodes directes qu’il a suivies 
dès 1882, dans son enseignement de la Faculté. 

806. En voici une que nous allons indiquer rapidement. 

Soit à résoudre l’équation 

(6) dx dxi -h dy dy^ dz dzi — o. 

On démontrera facilement que l’on peut toujours trouver trois 
fonctions a, è, c telles que l’on ait identiquement 

I dxi = c dy^h dz, 
il) ^ dy^ ^ adz — c dx^ 

[ dzi = b dx — a dy, 


( ») L. Lecorxü, Sur V équilibre des surf aces flexibles et inextensibles {Journal 
de VÉcole Polytechnique, XLVIIP Cahier, p. 1-109; 18S0). 

(») E. Beltrami, SulV equilibrio delle superficie flessibili ed inestendibili 
{Memorie delle Scienze delV Jstituto di Bologna, sérié IV, tomo III, Gennaio 
1882). 

(•) J. Weingarten, XJeber die Deformationen einer biegsamen unausdehn- 
baren Flache {Journal de Crelle, t. G, p. 296; 1S86). 
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au moins tant que la surface (S) lieu du point z) ne se ré- 

duit pas à une courbe ou à un point (*). 

En effet, introduisons six fonctions a, b, c; cf! ^ telles que 
Ton ait 

dxi = c dy — h' dz, 
dy\ a dz — d dx^ 
dzi = b dx — a! dy. 

Si Ton porte ces valeurs de ctei, dz^ dans l’équation (6), 
il vient 

(a — o!) dy dz ~\-{b — h') dx dz -^{c — d) dx dy = o. 

Comme il ne peut exister aucune relation de cette forme en 
dy,^ dz^ on doit donc avoir 

a — a\ h ■=-h\ c = d ^ 

ce qui donne les formules (7). 

De là résulte une première solution du problème des éléments 
rectangulaires. 

En effet, si l’on prend pour c?, 6, c des constantes, on peut 
intégrer les équations (7) et l’on a, a, p, y désignant de nouvelles 
constantes, 

iTi = a -4- cjK — bz^ 

= P 4- as — cx^ 

Zi = ^( -h hx — ay. 

On reconnaît ici les expressions des composantes de la vitesse 
d’un point quelconque dans le mouvement d'un solide invariable. 
Ainsi cette solution pour laquelle la surface (S^) lieu du point 
jKo ^\) serait un plan correspond, non à une déformation, 
mais à un déplacement infiniment petit de (S); en effet, deux 
surfaces égales sont évidemment applicables l’une sur Fautre. 


(*) Si (S) se réduit à une courbe (C), on verra facilement que la surface (S,) 
lieu du point {x^, y^, s,) ne peut être qu’une développable (A) dont les plans 
tangents seront perpendicufaires aux tangentes de (C). Alors, à chaque point 
M(a;, y, 5) de ( G) correspondent tous les points y^^ z^) de (A) situés sur 

la génératrice de contact de celui des plans tangents de A qui est perpendiculaire 
à la tangente en M à la courbe (C). 

Si (S) se réduit à un point la surface (S,) est entièrement indéterminée. 
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lO 

8o7. Laissant de côté ce cas exceptionnel, revenons aux for- 
mules (7) et exprimons les conditions d’intégrabilité. Si nous 
supposons Zi exprimée en fonction de .r et de y et si nous dési- 
gnons par pi^ qi ses dérivées premières, on aura d’abord 

( 8 ) h = pu a——qi. 


Si Ton remplace dz par p dx q dy^ les expressions de dXi^ 
dyi prennent les formes suivantes 

( dXi^ {c — qpi)dy—ppidx, 

\ dyi-— qqidy —(c-^pqi)dxy 


de sorte que les conditions d’intégrabilité nous donnent 


, , à{c^qpi) d(ppi) 

(lO) ^ . J rJJ . JlIlU O, 

dx dy 


àjqqù __ djc-^pqx) ^ 
^ dx dy 


Éliminant c par de nouvelles dérivations, on trouve 

(^2 


à-(,ppi) à"-{qgù 

dy- àx^ dx dy 


{pqi-^qpi) = 0, 


ou, en développant et désignant par Si , les dérivées secondes 
de 


(il) rti-h tri — ^ssi=iO. 

L’intégration de cette équation linéaire fera connaître Zi ; puis 
les équations (lo), qui donnent les deux dérivées de c, elles équa- 
tions (9) permettront de déterminer c, par des quadratures 

de différentielles totales à deux variables. 


858. La principale difficulté est . donc l’intégration de l’équa- 
tion (i i). Donnons d’abord l’interprétation géométrique de cette 
équation. 

Si l’on adjoint à la surface (S) la surface auxiliaire (So) lieu du 
point (^, y y Zi ), les points corj'espondants des deux surfaces sont 
toujours sur une même verticale et l’équation (ii) exprime 
que les lignes asymptotiques de Vune des surfaces, projetées 
verticalement sur Vautre, y découpent un système conjugué* 
En effet, les lignes asymptotiques des deux surfaces (S) et (So) 
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sont respectivement définies par les équations dififérentielles 

7' dx^ •xs dx dy t dy- = o, 

7'i dx^-{- 2 Si dx dy -f- ti dy^ = o, 

qui feront connaître les projections de ces lignes sur le plan des xy\ 
et l’équation (ii) exprime qu’en chaque point de ce pian les di- 
rections relatives à l’une des surfaces divisent harmoniquement 
l’angle formé par les deux directions relatives à l’autre surface. 

Étant donnés une surface quelconque (A) et un point O, pro- 
posons-nous de trouver une surface (Ao) telle que la perspective 
de ses lignes asymptotiques sur (A), obtenue en prenant le point O 
pour point de vue, dessine sur (A) un système conjugué. Il suffira 
de faire une transformation homographique qui rejette le point O 
à l’infini, et l’on sera ramené au problème précédent. Par exemple, 
si l’on veut déterminer toutes les surfaces pour lesquelles les lignes 
asymptotiques vues d’un point O paraissent se couper à angle 
droit, il suffira d'effectuer une transformation homographique re- 
jetant le point O à l’infini et de déterminer les déformations infi- 
niment petites de la surface du second degré qui correspond, après 
cette transformation, à une sphère de centre O. 

839. Appliquons les méthodes précédentes au paraboloïde dé- 
fini par l’équation 

z — xy. 

L’équation (i i) nous donnera ici 

Si = o. 

Pour la commodité des calculs prenons l’intégrale sous la forme 

(j2) .^1 = X'-i- Y', 

X désignant une fonction de a: et Y une fonction de y. Les in- 
connues c, Xij y\ se détermineront sans difficulté et 1 on aura, en 
choisissant convenablement X, Y et adoptant les notations les 
plus simples 

^ ^ c=:xX''-X.’^yT-hr, 

( zi = x'^r. 


(I3) 
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La surface ainsi obtenue, qui dépend de deux fonctions arbi- 
traires, a ses lignes asymptotiques déterminées par l’équation 
différentielle 

où les variables sont séparées. 

860. Nous ferons connaître plus loin des propositions générales 
d’après lesquelles le résultat précédent peut être étendu à toute 
surface du second degré. Mais, dès à présent, il est bon de re- 
marquer a priori que le problème de la déformation infiniment 
petite peut être résolu pour toute surface du second degré. Nous 
avons vu, en effet, que toute surface réglée admet une série de 
déformations finies dans lesquelles ses génératrices demeurent 
rectilignes. A ces déformations finies correspondent évidemment 
des déformations infiniment petites qui dépendent d’une fonction 
arbitraire à une variable. Or, comme une surface du second degré 
est doublement réglée, l’application de la remarque précédente 
nous en fera connaître des déformations infiniment petites, qui se 
distribueront en deux séries bien distinctes, se rattachant respec- 
tivement aux deux systèmes de génératrices. Et comme les équa- 
tions du problème de la déformation infiniment petite sont li- 
néaires, il suffira de superposer ces deux séries particulières 
de déformations infiniment petites pour obtenir la solution la 
plus générale du problème proposé. 

En terminant ce Chapitre nous indiquerons rapidement comment 
1 étude et la solution du problème de la déformation infiniment 
petite de la sphère peuvent être rattachées à la théorie des surfaces 
minima. 

861. Soit 

^^ 4 ) = l 

1 équation de la sphère donnée (S) et soit (Sj) la surface, lieu du 
point qui lui correspond avec orthogonalité des élé- 

ments, de sorte que l’on ait 

dxdxi’-^dydxi-h dzdzi = o. 

Désignons toujours par M, Mi deux points correspondants sur 
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les deux surfaces et menons par le point une droite M^H pa- 
rallèle au rayon de la sphère qui va aboutir en M. Nous allons 
montrer que la droite H engendre une congruence isotrope, 
c’est-à-dire [I, p. qu’elle est tangente à deux développables 
circonscrites au cercle de l’infini. 

Nous rattacherons cette proposition particulière à une autre 
plus générale que nous retrouverons plus loin (n*" 891 ) et qui est 
due à Ribaucour. 

Soient M, deux points correspondants sur deux surfaces 
quelconques qui se correspondent avec orthogonalité des élé- 
ments; menons par le point la droite M^H parallèle à la nor- 
male de la surface (S) en M; et, de plus, effectuons la représen- 
tation sphérique de cette surface (S) sur une sphère de rayon i 
ayant son centre en un point O; soit Om le rayon de la sphère 
parallèle à la normale de (S) en M; nous allons déterminer les 
plans focaux de la congruence engendrée par la droite Mi H. 

A cet effet, déplaçons-nous de telle manière queM^H engendre 
une des développables de la congruence. Le point M viendra en un 
point infiniment voisin M' et de mèmelVL en M' , m en m! . Le plan 
tangent de la développable suivant H est parallèle au plan déter- 
miné par les deux rayons consécutifs de la sphère 0 / 71 , Orn^; et, 
par conséquent, il en est de même de la direction M^Mj. Or, 
cette direction doit être déjà perpendiculaire à MM'. Elle 

devra donc se confondre avec Om s’il y a dans le plan mOm'une 
seule direction perpendiculaire à MM'. Comme il est impossible, 
on le reconnaîtra aisément (^), que MiM' soit parallèle à O/??, il 
faut que MM' soit perpendiculaire à deux droites distinctes du 
plan 772 Om', c’est-à-dire à ce plan. Or, ceci revient à dire que la 
tangente MM' de la surface (S) doit être perpendiculaire à son 
image sphérique, c’est-à-dire doit être une tangente asymptotique 
[I, p. 20 1]. Donc, aux développables de la congruence engen- 
drée par Mi H correspondent les asymptotiques de (S) ou, ce 
qui revient au même, les deux plans focaux de la congruence 


(’) Si était parallèle à Qm, les plans tangents aux deux surfaces (S), 

(SJ en M et en M, seraient rectangulaires, ce qui est impossible, car alors à tous 
les déplacements s^effectuant autour de M correspondrait toujours le même dé- 
placement infiniment petit à partir de M, sur (Sj. 
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engendrée par la droite H sont perpendiculaires aux tan-- 

gentes asymptotiques de (S) en M. 

Appliquons cette proposition, qui a été énoncée par Ribaucour 
au n° 188 de son Étude sur les Elassoïdes, au cas où la surface 
(S) est une sphère de centre O. La droite H devient la paral- 
lèle au rayon OM de la sphère (S); les tangentes asymptotiques 
de (S) sont les génératrices rectilignes de la sphère qui passent 
en M. Par suite, les deux plans focaux de la congruence en- 
gendrée par la droite M^H, étant perpendiculaires à des 
droites isotropes, sont nécessairement isotropes, c’est-à-dire 
tangents au cercle de l’infini, et les deux nappes de la surface 
focale de cette congruence sont des développables isotropes. 

862. Le calcul suivant conduit au même résultat. Les coor- 
données d’un point quelconque de M^H ont pour expressions 

71-4-rP» 

Pour déterminer les développables de la congruence, expri- 
mons qu’il existe un déplacement dans lequel ce point décrit une 
courbe tangente à la droite. Nous aurons 

_ d(yi^yp) ___ d{zi-^zp) 

X y -Z ^ 

ou, en introduisant une inconnue auxiliaire dX 

^ dxi-+- P dx = X dXj 
(i6) < dyi-\-pdy=ydl, 

( dzi-i- P dz = Z dX, 

Si l’on multiplie ces équations respectivement par dx, dy\ 
dz et si on les ajoute en tenant compte des relations (i4) et (lo), 
il vient 

p{dx--^ dy^^ dz'^) = o. 

Comme p ne peut être nul, on voit que les développables de la 
congruence correspondent aux lignes de longueur nulle de la 
sphère, ce qui équivaut au résultat déjà établi par la Géométrie. 

863. Dans les rapides indications que nous avons données [I, 
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p. 4^9-421] sur les congruences isotropes, nous avons signalé 
une propriété de ces congruences, à savoir que les surfaces 
réglées élémentaires contenant une droite quelconque de la con- 
gruence ont toutes, pour cette droite, le même point central et le 
même paramètre de distribution; d’où il résulte que la surface 
moyenne (lieu du milieu du segment focal) contient les lignes 
de striction de toutes les surfaces réglées formées a^^ec des 
droites de la congruence. Or il est très aisé de montrer que 
surface moyenne est ici la surface (S,). 

En effet, si l’on considère, d’une manière générale, une surface 
réglée engendrée par une droite dont les cosinus directeurs seront 
désignés par y, il est é\adent que dx^ dy^ dz sont les para- 
mètres directeurs de la normale au plan central, puisque cette 
normale, perpendiculaire à la génératrice, est, en même temps, 
parallèle au plan langent à l’infini. Donc si JK*? 
coordonnées d’un point de la ligne de striction, on a 

dx dxi -I- dy dyi -4- dz dzi = o, 

en tous les points de cette ligne et seulement en ces points. Celte 
relation étant identique à l’équation (i 5 ) et se trouvant vérifiée 
pour chaque point de la surface moyenne, il en résulte la propriété 
annoncée. On peut donc énoncer la proposition suivante, qui est 
due à Ribaucour (^) : 

Pour obtenir la surface la plus générale correspondant par 
orthogonalité des éléments à la sphère, il suffit de prendre la 
surface moyenne de la congruence isotrope la plus générale. 

On a vu [I, p. 4^0] que l’enveloppée moyenne d’une telle con- 
gruence est une surface minima. 

En rapprochant du reste les différents raisonnements que nous 
venons de faire on voit que, seules, les congruences isotropes 
jouissent de la propriété avoir les lignes de striction des 
diffiérentes surfaces réglées que Von peut former avec les 


(*) A. Ribaucour, Étude des Elassoïdes ou surfaces à courbure moyenne 
nulle. Chapitre VIH (Mémoire déjà cité [I, p. 419])* 
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droites qui les composentj toutes distribuées sur une meme 
surface (‘). 

86i. Revenons à la relation (i5) et appliquons un théorème 
donné plus haut. Si, k désiijnant une constante, nous considérons 
les deux surfaces lieux des points + kx, ky^ Zx -h kz) et 
{xx — kx^ yx — ky^zx — kz)^ c’est-à-dire les surfaces obtenues 
en portant, dans les deux sens à partir de M^, sur les droites de la 
congruence isotrope, des longueurs égales à yt, on aura deux sur- 
faces applicables l’une sur l’autre de telle manière que les points 
correspondants soient à une distance invariable l’im de Tautre. 
Réciproquement, si extrémités d^unsegmentVŸx de longueur 
constante J dont la direction dépend de deux paramètres y 
décrient deux surfaces applicables Vune sur Vautre, la 
droite PPi engendre une congruence isotrope (f). 


{') C’est d’ailleurs ce que l’on peut établir directement comme il suit : 
Prenons une droite de la congruence pour axe des z et soient 

y — m'x, y = m" x 

les équations des plans focaux, z\ z” les z des points focaux. 

Pour déterminer le point central relatif à l’une des surfaces élémentaires con- 
tenant la droite, il faut lui adjoindre le point à l’injBni, les points focaux et 
exprimer que le rapport anharmonique des quatre points de contact est égal à 
celui des plans tangents correspondants, ce qui donne 

Z — z' _ m ■— m' 

Z — z” ^ m — ni' 

ni étant le coefficient angulaire du plan central. Pour que æ soit invariable, il 
faut que la fraction rationnelle 

( m — 7?i’ ) (i H- mm" ) 

( /n — 77i" ) (i -h mm! ) 

soit indépendante de m, ce qui donne, en écartant l’hypotbèse inadmissible 
ni = m"^ 

I -h ni'^ = 0, ^ I -h = 0. 

Les plans focaux sont donc nécessairement isotropes. 

(=) A. Ribaucour, Mémoire cité (Chapitre VIII). Le cas où la direction du 
segment PP, ne dépend que d’un seul paramètre a été traité par M. Caronnet 
dans un article Sur les couples de surfaces applicables inséré en iSgS au 
tome XXI du Bulletin de la Société mathématique de France. 




DÉFORMATION INFINIMENT PETITE. PREMIÈRE SOLUTION. 17 

Car la surface décrite par le milieu de PP^ et la sphère obtenue 
en menant par un point fixe des parallèles àPP| se correspondent 
avec orthogonalité des éléments linéaires. 


865. Il nous reste à indiquer comment on détermine la surface 
moyenne d’une congruence isotrope. 

Soient 


(17) (i — a2)arH- 4/(?0 =0; 

(18) (i — ul)x— i{i u])y ~ ^ fi(iii) = O 

les équations de deux plans tangents à deux développables iso- 
tropes [I, p. 341]. Leur ensemble représente une tangente double 
de ces deux développables, c’est-à-dire la droite la plus générale de 
la congruence isotrope définie par ces développables. Il suffit de 
joindre à ces deux équations celle du plan moyen, c’est-à-dire du 
plan tangent à la surface minima correspondante [I, p. 296, 297], 

(19) uOx -h — u^y I = o, 

où l’on a 


\ = 2r4i/(Z4} -i-2a/i(Wi) — (l-h 

puis de résoudre les trois équations précédentes, ce qui donne 




(■20) 


«1/ 


=1=?^ (/'+//) -^ 
1 -+- UU\ 


1 ■ 

uf\- 


I ■+• UUi 


Telles sont les expressions des coordonnées d’un point de la 
surface cherchée. Celles du point correspondant de la sphère sont 


(•21) 


U -I- Ui 
I -H uUi ’ 


y = i 


lll — U 
1 4- UUi ’ 


UUi — I 
I -H UUi ’ 


et il est très aisé de vérifier avec ces formules la relation iden- 
tique (i5). 


866. Nous terminerons en montrant comment on peut, dans le 
cas général, transformer l’équation aux dérivées partielles à 
laquelle satisfait Zi considérée comme fonction de x et dejK- 
D. - IV. 
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Pœmarquons d’abord que les caractéristiques de cette équation 
sont les lignes asymptotiques de (S); car leur équation différen- 
tielle est [T, p. i33] 

r dx- IB dx dy 1 dy"^ = o. 


Si donc on prend pour variables indépendantes les paramètres a 
et P de ces lignes asymptotiques, elle prendra la forme 


âOLd^ 






A et B se déterminent sans calcul par la remarque suivante ; 
comme l’équation (i i), la précédente doit admettre les solutions 
particulières xîi = 

On pourra donc l’écrire sous la forme 




âzi 

da dp 

dcc 

Tp 

à^x 

àx 

dx 

dadp 

57 

dp 


dv 

djy 


dOL 

dp 


C’est l’équation ponctuelle relative au réseau plan (nécessaire- 
ment conjugué comme tous les réseaux plans) formé par la pro- 4 
jection sur le plan des xy des lignes asymptotiques de la sur- 
face (S). 

On verra plus loin que cette équation ponctuelle a ses inva- 
riants égaux. 
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CHAPITRE IL 


déformation infiniment petite. 

DEUXIÈME SOLUTION : LES FORMULES DE M. LELIEUVRE. 

Introduction directe des lignes asymptotiques. — Réduction du problème à Uin- 
tégration d’une équation aux dérivées partielles à invariants égaux ; ce qui 
montre qu’on pourra obtenir une suite illimitée de surfaces dont on connaîtra 
les lignes asymptotiques et pour lesquelles on saura résoudre le problème de la 
déformation infiniment petite. — Formules de M. Lelieuvre. — Leur démon- 
stration directe. — Comment on peut en déduire, par une méthode rapide, la 
solution du problème de la déformation infiniment petite. — Applications de 
ces formules. — Propriété de la représentation sphérique des lignes asympto- 
tiques qui montre que cette représentation sphérique ne saurait être choisie 
arbitrairement. — Théorème de M. Kœnigs : les perspectives des lignes asym- 
ptotiques sur un plan quelconque déterminent un réseau plan (nécessairement 
conjugué comme tous les réseaux plans) à invariants ponctuels égaux. — In- 
terprétation géométrique de l’égalité des invariants pour l’équation linéaire 
ponctuelle ou tangentielle relative à un réseau conjugué tracé sur une surface 
quelconque. — Élément linéaire d’une surface rapportée à ses lignes asym- 
ptotiques. — Démonstration nouvelle du théorème d’Enneper relatif à la torsion 
des lignes asymptotiques. — Application aux surfaces à courbure constante. — 
Quand on sait résoudre le problème de la déformation infiniment petite pour 
une telle surface, on sait le faire aussi pour toutes celles qui en dérivent par 
la transformation de M. Bianchi. — Formules analogues à celles de M. Lelieuvre 
quand les variables ont été choisies d’une manière quelconque. — La solution 
générale du problème de la déformation infiniment petite écrite avec des va- 
riables quelconques. 


867. La seconde méthode que nous allons exposer, pour ré- 
soudre le problème de la déformation infiniment petite, c’est- 
à-dire pour trouver les fonctions les plus générales, .r , , jki , ? qui 

vérifient l’équation aux différentielles totales 

( I ) dx dxi -H djr dyx dzdz^ = 0, 

repose sur l’emploi presque immédiat du système de coordonnées 
formé avec les deux familles de lignes asymptotiques. Conservant 
les notations habituelles relatives à la surface donnée (S) lieu du 
point (.r, désignons par /?, 5, t les dérivées premières 
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et secondes de ^ considérée comme fonction de æ, y et rem- 
plaçons d/:; par sa valeur pdx-\-qdy. L’équation (i) deviendra 

dx[ dxi -r - P dzi ) 4- dy(dyi -1- q dzy ) = o. 

On peut donc poser 

dxi -4- P dzi = Tl dy^ dy^ -h q dz^ = — 7\ dx^ 

7*4 désignant une inconnue auxiliaire. L’équation (i) est donc rem- 
placée parle groupe des trois suivantes 

/ dz^ P dx q dy^ 

4 2 ) 1 dx^ = ri dy—p dzi, 

{ dyi = — l'idx — q dzi . 

Pour étudier l’intégration de ce système, nous choisirons 
comme variables indépendantes les paramètres des lignes asym- 
ptotiques de la surface (S). Comme ces lignes sont définies par 
l’équation différentielle 

dp dx dq dy ^ 0 ^ 

on voit que, si l’on désigne leurs paramètres par a et l’équation 
précédente devra contenir le seul terme en da rfjâ ; et l’on aura, par 
suite, 

dp dx dq dy ^ dp àx dq dy 

c^a d% à% £?a ~ d^ ~ 


On peut donc poser, en introduisant deux inconnues auxi- 
liaires "k et [x, 


n) 


àx ^ ^ dq 

àa. d% ’ 


àx dq 

Ua " %a dp- 


Mais, comme on a 

il vient, en écrivant la condition d’intégrabilité, 

^ à f dx dvX 

dpi^da -dâ(^dp'*"5'4/’ 
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et en développant, 

^ ^ , àq dy àq dy 
^ d'x d'x ‘ 0% à% 

Remplaçons, dans cette relation, les dérivées de :r et de par 
leurs valeurs déduites des équations (3); nous trouverons 


(àpdj^_dpdq\ 
\c)a <)a / ^ 


Donc, comme on a implicitement écarté l’hypothèse où (S) 
serait développable, il vient 

ja = — 

et les formules (3) peuvent être remplacées par les suivantes 


(5) 


' dx 

, dq 

H 

11 

11 


dv 




qui jouent un rôle fondamental dans la théorie des lignes asym- 
ptotiques. 

Réciproquement, toutes les fois que les équations (5) seront 
vérifiées, il en sera de même de la condition d’intégrabilité (4)t 
l’expression pdx + qdy sera une différentielle exacte et la 
surface (S) lieu du point (^, admettra a et ^8 pour para- 

mètres de ses lignes asymptotiques; car, en vertu des équa- 
tions (5), on aura identiquement 

dp dx+dq dy=- 2X _ I gj d^d^^. 


On vérifiera d’ailleurs aisément que, si 5, t désignent, comme 
nous l’avons supposé, les dérivées secondes de z considérée comme 
fonction de y, on a 


}.2 = 


I 




car les premières équations (5) peuvent s’écrire 
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• Ôûü ^ V 

et donnent, par l’élimination du quotient des dérivées ^3 la re- 
lation 

( 6 ) 1 


868. Ces formules relatives aux lignes asymptotiques étant 
établies, revenons au problème proposé et supposons qu’on ait 
pris pour variables indépendantes les paramètres a et |3. On aura 
le système (5) et il restera à intégrer les deux équations 


, , , f dx àzx\ ^ f dx dzx \ 

dy, =- rj dx-q dz ,=.- ( /-. -+q--^.jdcc-i^r^^+q^j d^, 

dx,= ndy-pdz,= 


En écrivant les conditions d’intégrabilité, on obtient les deux 
conditions 

! dri dx dq âzi dr^ dx dq dzi ___ 

dx dx dp dx dp dx ” 

dri dy dp dzt drj dj^ dp dzx __ 

dx dp dx dp dp da dp da 


qui sont à la fois nécessaires et suffisantes et qui feront connaître 
n et . 

Si l’on y remplace les dérivées de 5? et de jk par leurs valeurs 
tirées des équations (5), on a 


dq fdzx 
dx \ dp 
d^p/djx 
dx Vdp 

ou, plus simplement, 


(B) 



[ àzi 


J dïT ” 


] 

, dri 

II 

^ dp ■ 


Ainsi, tout se ramène à V intégration générale de ce système^ 
intégration qui fera connaître et r^ ; après quoi et se dé- 
duiront des formules (2) par de simples quadratures. Telle est la 
marche générale et très simple de la solution. 
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869. Considérons d’une manière générale le système 
( àu 1 

^ ^ ) du 

[dfi'-' dp' 

où U et ç désignent deux fonctions inconnues et où à est cette 
fonction de a et p qui figure dans les équations (5) et (8). Ces 
différentes équations expriment purement et simplement que ce 
système (A) est vérifié, si l’on y remplace et soit par^ et — gr, 
soit par J/- et /?, soit enfin par et 7*4. On voit donc que, dès que 
Von connaîtra des formes de la fonction A permettant V inté- 
gration complète du système (A)^ il en résultera pour nous la 
connaissance d'une infinité de surfaces (S) dont on pourra 
déterminer les lignes asymptotiques et pour lesquelles on 
saura résoudre le problème de la déformation infiniment pe- 
tite. Ces surfaces (S) seront déterminées en prenant pour y et 
P d'une part, pour x et — q d'autre part, deux systèmes quel- 
conques de solutions. D’autre part, pour qu’on sache résoudre ce 
problème pour une surface donnée (S), il faut pouvoir intégrer 
le système (A) correspondant. Tout se ramène donc en dernière 
analyse à l’étude et à l’intégration de tels systèmes. 

Or nous les avons déjà considérés [II, p. 147] et nous avons 
déjà signalé les rapports étroits qu’ils présentent avec les équa~ 
tions à invariants égaux. En conservant la notation adoptée au 
n® 390, nous savons que l’élimination de u nous conduira à l’équa- 
tion 

(9) = 

et celle de à la suivante 

où ^{z) désigne le symbole ^ 

D’après cela, si l’on pose 
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l'équation 

%(z) = k=%(\/ï) 

doit admettre les solutions particulières 

et rj/X, 

que l’on obtient en remplaçant, dans l’équation (9), p par les dif- 
férentes valeurs qu’il peut recevoir. Les trois premières solutions 
seront connues dès que l’on connaîtra la surface (S). Désignons- 
les parôi, Qo, 83, ou, plus exactement, posons 

v/X = Ô3, i?/X=-~0i, ^/X=~62. 

Comme Pi est une fonction inconnue, nous poserons 

ri/X = — ü), 


CO étant la solution générale de l’équation (ii). Remontant de 
proche en proche, les formules ( 5 ) nous donneront d’abord 


et de même 


£?a 


Ht- 
^ à!x 


0- 

î 4 ft)= 


63 


<J6i (JOj 



^63 


dx 

dx 


0 

dx 


A wua 


dûü . (^83 

dp 


et de là on déduira par la formule 



dz = P dx -h q dy^ 

de sorte que, tout calcul fait, on aura les coordonnées^, y, ^ par 
les formules 
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et la surface correspondante (Si) sera définie par les formules 



Ôi, 02» 03 étant trois solutions particulières, et co la solution géné- 
rale, d’une équation de la forme suivante (^) 


(D) 


^^6 
àa dji 


= A-e. 


870. Un jeune géomètre, M. Lelieuvre, a été conduit par ses 
recherches personnelles aux élégantes formules (B) qui définis- 
sent une surface rapportée à ses lignes asymptotiques (^). Voici 
comment on peut les démontrer par une méthode simple et 
directe. 

Désignons par c, c', c" les cosinus directeurs de la normale à la 
surface (S). On aura 


(i3) 



s 


dx 


= o; 


et de là on déduit, en différentiant la première équation par rap- 
port à [3, la seconde par rapport à a, et retranchant, 


(i4) 


f àc àx 

de dx\ 


da dp / 




Comme l’équation différentielle des lignes asymptotiques est 


^ = O, 


on obtient, en égalant à zéro les coefficients dé rfp dans 


(1) Dans la Note déjà citée de 1870, M. Moutard n’a pas publié sa méthode, 
mais il annonce que la difficulté du problème se ramène à l’intégration d’une 
équation de la forme (D). 

(“) Lelieuvre, Sur les lignes asymptotiques et leur représentation sphé- 
rique {Bulletin des Sciences mathématiques) 1888, p. 126). 
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cette équation, les deux relations 


(i5) 


[ de dx 
Ida da 


= 0 , 


de dx 

I dp dp 


Les équations (i3) et (i5) peuvent être remplacées par les siii- 
\ antes 


(i6 ) 


dx 

l dâ 
' ày , 


à: 

da 


( ,àc” 


dx 

/ ,dc" 

«dc'N 

\ da 



dp 

dpj 

f n 

de"\ 


f „«àc 


y da 


. 1 

dp"" 

K dp 

dpj 

/ de' 

, de\ 

dz 1 

' de' 

, ac\ 

("^da 

^ da/’ 

ap ~ 

.^dF 

dp) 


OÙ A et jx désignent deux fonctions auxiliaires. Si l’on substitue 
les valeurs ainsi obtenues des dérivées de y, z dans la con- 
dition d’intégrabilité (i4) il vient 


Le déterminant n’étant pas nul (^), on doit faire jx = — X. 
Portant celte valeur de [x dans les formules (i6) et posant 


(i/) c /X = 6i, c'v/X = 62 î 

on obtient les formules définitives 


cVX = 1 


Si 1 on exprime enfin que dx^ dy^^ dz sont des différentielles 


(*) Si le détenninant était nul, on aurait 



la surface serait développable . Or ce résultat est inconciliable avec Thypothèse 
que les paramètres aet p des lignes asymptotiques sont des variables distinctes. 
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exactes, on est conduit seulement à deux relations 

T ^203 _ I ^202 _ , ^^20^ 

Ô3 "" 02 “ 01 

qui nous montrent que 6 i, O 2 , 83 sont des solutions particulières 
d’une équation de la forme 


(19) 


^2 0 
doL 


= A- 0 , 


et complètent la démonstration des formules (B). 


871. Si l’on prend ces formules comme point de départ, la so- 
lution du problème proposé s’obtient d’une manière nette et ra- 
pide. Reprenons en effet l’équation à vérifier 

dx dxi H- dy dy\ h- dz dz^ = 0, 

et remplaçons-y dx^ dy^ dz par leurs valeurs tirées des formules 
(B). En égalant à zéro les coefficients de d^d^^ nous 
aurons les trois équations 


61 

^2 

63 


01 

0! 

03 

(?01 

<J02 

(903 


d0i 

d0j 

d 03 

âcc 


lÔL 

= 0, 

dp 

dp 

dp 

dxi 

àyi 

dzi 


dxi 

dji 

dzi 

doL 

àcL 



¥ 

dp 

dp 


01 

02 

03 


01 

02 

03 

dOi 

<902 



d0. 

dOj 

d03 

da 

dOL 

doL 

— 

¥ 

dp 

¥ 

dxi 

àyi 

dZi 


dxi 

àXi 

àzi 

dp 

-dp 

yp- 


da 

da 

da 


Les deux premières nous permettent de poser 

dX‘ 


(20) 








dz 


1 

- = A 03 H- B -tq ? 


dp 

,<J03 


dp “ <)p 

A, B, A', B' étant des fonctions auxiliaires, et la troisième conduit 



28 

à la relation 


LIVRE VIII. — CHAPITRE II. 


On peut donc poser, en changeant la notation, 

B = — B' = — O). 

Écrivons maintenant les conditions d integ'rabilité pour 
Zi : nous aurons, par exemple. 




0 ‘ 
ou, en développant et remplaçante^ par sa valeur déduite de 

l'équation (19), 

/âX àX' , \. d^i /doi .A , f k 

Comme l’équation doit subsister quand on y remplace 9 ^ par 
92 et 63, il faut qu’elle ait lieu identiquement; ce qui donne 


A = 


^co 


6>a 


A'-——, 

dp’ 

- 2/cCü = O, 


ou encore 
(21) 




da 


ô = 


Remplaçant A, A', B, B' parleurs valeurs dans les formules (20), 
on retrouve bien les formules (G) de notre première solution. 


872 . Cette solution écarte, nous l’avons déjà remarqué, le cas 
où la surface (S) serait développable; mais, comme on sait ré- 
soudre le problème de la déformation finie pour toute surface dé- 
veloppable, on saura, par cela même, résoudre aussi celui de la 
déformation infiniment petite. 

Pour le plan, par exemple, qu’on peut supposer représenté par 
l’équation 

^ = 0, 

on aura 

37, - — hy + a, y^ = hx-h b, 
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, a, h étant des constantes et pourra être choisi arbitraire- 
lent. Nous reviendrons plus loin sur ce cas particulier. 


873 . Revenons aux formules (B) où Qj, Go, S3 sont liés aux co- 
inus directeurs 0, c\ d ’ de la normale par les relations (17), d’où 
on déduit immédiatement 


22) — 6 J -r* è| -f- 

En substituant c, c', d' à 9 ], 60, 83 on peut encore écrire les 
quations (B) sous la forme 



}ui, d’ailleurs, se déduit immédiatement des formules (16) où l’on 
‘emplacera p. par — La comparaison des formules précédentes 
ivec celles que nous avons données d’après Gauss au Livre VII, 
Chapitre III III, p. 242 et suiv.], permet de faire une étude 
ipprofondie de la surface rapportée à ses lignes asymptotiques. 

Si l’on pose 



Dn verra aisément que l’on a 



et l’on pourra appliquer toutes les formules du Livre VII, Cha- 
pitre III, en y remplaçant u el ç par a et p, puis faisant les substi- 
tutions suivantes 


(24) H=-X2A, D = o, D^ = X3A2, D"=o; 

A désignant le déterminant 

dd de 


2 , de de 


( 25 ) 
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B-4-B'=o. 


On peut donc poser, en changeant la notation, 
B = — B' = — tü. 


Ecrivons maintenant les conditions d’intégrabilité pour 
Zi : nous aurons, par exemple, 


^/aû àfKra 


/)2 fl 

OU, en développant et remplaçant—^ par sa valeur déduite de 
l’équation (19), 


/ dX dX' J \ d^i / d(si .A / doy\ 


: O. 


Comme l’équation doit subsister quand on y remplace Gj par 
Gn et 63, il faut qu’elle ait lieu identiquement; ce qui donne 


A 

doL 


A'-— ^ 
dp’ 


ou encore 

(21) 


dX dX' 

dp dp 


d^oi 

d^ 


= kti). 


Remplaçant A, A', B, B' par leurs valeurs dans les formules (20), 
on retrouve bien les formules (C) de notre première solution. 


872 . Cette solution écarte, nous l’avons déjà remarqué, le cas 
où la surface (S) serait développable; mais, comme on sait ré- 
soudre le problème de la déformation finie pour toute surface dé- 
veloppable, on saura, par cela même, résoudre aussi celui de la 
déformation infiniment petite. 

Pour le plan, par exemple, qu’on peut supposer représenté par 
l’équation 

;3 = o, 

on aura 

a?! = — hy H- a, = hx ■+• ù, 
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, <2, b étant des constantes et pourra être choisi arbitraire- 
lent. Nous reviendrons plus loin sur ce cas particulier. 


873. Revenons aux formules (B) où Bj, Bo? 63 sont liés aux co- 
inus directeurs c, c', c" de la normale par les relations (17), d’où 
on déduit immédiatement 


22) X = 6 f - 4 - 01 - 1 - 62 . 

En substituant c, c', c" à B^, 83 on peut encore écrire les 
îquations (B) sous la forme 



pi, d’ailleurs, se déduit immédiatement des formules (16) où l’on 
remplacera [x par — X. La comparaison des formules précédentes 
ivec celles que nous avons données d’après Gauss au Livre VII, 
Chapitre III III, p. 242 et suiv.], permet de faire une étude 
approfondie de la surface rapportée à ses lignes asymptotiques. 

Si l’on pose 



on verra aisément que l’on a 


(23)' 




àa 



= 


et l’on pourra appliquer toutes les formules du Livre VII, Cha- 
pitre III, en y remplaçant u et p par a et p, puis faisant les substi- 
tutions suivantes 


(24) H = -X2A, D=o, D' = X 3 A 2 , D'^=o; 

A désignant le déterminant 


de' do’ 
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dont le carré a pour valeur 
(25/ 

On trouvera, par exemple, que l’équation différentielle des 
lignes de courbure prend ici la forme 

(26) eda^ = 

et que l’équation aux rayons de courbure principaux devient 
(asy R2— 2^R — X* = o. 


Et de là résulte la signification géométrique rfe X : on a 

( 27 ) RR', 

R et R' désignant les rayons de courbure principaux. 

L’élément linéaire rfc de la représentation sphérique et celui ds 
de la surface sont déterminés par les deux formules 

j £f!r2= edri?-^ g 

’ \ ds^^X^t^edd^-^ gd'^'-—ifda.d^), 

dont la comparaison met en évidence le théorème d’Enneper 
[fl, p. 399]. Pour chacune des lignes asymptotiques, la torsion 

^ a la même valeur i égale à 


874. Attachons-nous plus particulièrement à la représentation 
Sphérique. 

Nous établirons d’abord une relation différentielle entre e,/, <>• 
qui montre que la représentation sphérique des lignes asym- 
ptotiques ne peut être choisie arbitrairement. Écrivons en effet 

que^S,, 02, 03 ou c\/X, d \J\ c"\/Xsont des solutions particulières 
de l’équation (D), nous aurons des relations telles que la suivante 


(29) 

ou, en développant. 


d^(cv'X) 


^kosjl. 


(3o) 




â^c 

àcc 


àX de 
àa 




O. 


l 

I 



déformation infiniment petite, deuxième solution. 3l 


Multiplions cette équation par c et aj ou tons-la aux: équations 
^tenues en y remplaçant c par d, c'', nous aurons une relation 




= (A-+/)/X, 


Lii fera connaître k en fonction de \ et dont nous ne ferons pas 
sage pour le moment. Mais, si Ton multiplie l’équation (3o) soit 

soit par et qu’on l’ajoute ensuite aux deux équations 

îmblables obtenues en remplaçant c par d et d\ il viendra les 
eux relations 

/ .. de j^dX dX 

ï .àg .àl àl 


’où l’on tire 


dp da 

eS'—P 




Il faut donc que l'on ait 



t il est évident que cette relation (’) n’est pas vérifiée quand la re- 
résentation sphérique a été choisie arbitrairement. Par exemple 
i/est nul, c’est-à-dire si les lignes asymptotiques sont supposées 
ectangulaires, elle prend la forme 

55-f('»4)=“' 

t montre que le système orthogonal qui sert de représentation 
phérique aux lignes asymptotiques doit être isotherme. C est une 
iropriété connue des surfaces minima [I, p. 3o3]. 

(M Cette relation différentielle a été donnée pour la première fois par M. Dixi 
ans un Mémoire qui est intitulé : Sopra alcune formole générait délia teorm 
lelle superficie, e loro applicazioni {Annali di Matematîca, série II, t. I\ ; 
.. i83) et a déjà été cité [III, p. 379 ]. 
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87o. Réciproquement, lorsque la condition (34) est vérifiée, 
les courbes sphériques de paramètres a et ^ sont la représentation 
sphérique des lignes asymptotiques d une sérié de surfaces, toutes 
homothétiques à l’une quelconque d’entre elles. Pour le montrer, 
nous nous appuierons sur la remarque suivante. 

Lorsqu’on connaît un élément linéaire de la sphère de rayon i 
défini par la formule 

— e ‘ifdrjL d^ -i- g d^^^ 


les coordonnées c, c\ c'Mu point de paramètres a et (3 satisfont 
toujours à une équation linéaire de la forme suivante 


( 35 ) 


• rr-o. 


car cette équation contient trois fonctions arbitraires A', /' 

dont on peut disposer de telle manière qu’elle admette trois sola- 
tions quelconques données à l’avance, et, en particulier, c, c''. 
Gela posé, je dis qu’on peut toujours exprimer A', A', /' en fonction 
de l’élément linéaire, c’est-à-dire de e, /, g et de leurs dérivées. 
En effet, si nous opérons comme nous l’avons fait plus haut, si 


nous multiplions l’équation (35) successivement par ot 

si nous ajoutons chaque fois les équations semblables obtenues en 
y remplaçant Ç par c, c\ d' ^ il viendra les trois relations 


( 36 ) 


I it iir 

__+Ae-^/c/=o, 


\ 


qui établissent le résultat annoncé. 

Or, si la condition (34) est vérifiée, il existera une fonction 1 
vérifiant les équations (33) ou les équations équivalentes (Sa); 
par suite, les deux dernières équations (36) nous donneront 

lélogX I dlogX 

" 2 dp ’ '^-2 1 ^'’ 


de sorte que 1 équation aux dérivées partielles (35) aura ses inva- 


i 
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ints égaux et pourra prendre la forme 


) 




Dès lors, les formules (B') seront intégrables et nous donneront 
e surface admettant pour ses lignes asjmptotiques la représen- 
ion sphérique donnée. Comme \ n’est déterminé qu’à un fac- 
ir constant près, on pourra remplacer cette surface par l’une 
elconque des surfaces homothétiques. 

fl résulte de cette analyse que, dans le cas oü l'on a pris 
mme variables les paramètres des lignes asymptotiques, et 
ms ce cas seulement, réquation aux dérivées partielles de la 
rme (35) à laquelle satisfont les cosinus directeurs de la 
^rmale a ses invariants égaux. 

M. Kœnigs a donné une forme plus géométrique encore à cet 
oncé ( * ). 

c, d -i ^ O sont les coordonnées homogènes du point où la 
mrnale coupe le plan de Finfini. On peut donc dire que les 
aces sur le plan de Vinfini des surf aces réglées engendrées 
ir les normales à la surface en tous les points des différentes 
gnes asymptotiques forment un réseau plan {iiécessairement 
nj ligué comme tous les réseaux plans) à invariants égaux. 
Car l’équation ponctuelle [I, p. 122 ] relative à ce réseau con- 
gué est précisément l’équation (35). En transformant par po- 
ires réciproques, relativement à une sphère quelconque, et re- 
arquant que les lignes asjmptotiques se conservent dans cette 
ansformation, on voit que : 

Les perspectives des lignes asymptotiques sur le plan de V in- 
ni forment un réseau à invariants égaux. 


876. La définition des lignes asjmptotiques étant projective, la 
’oposition particulière que nous venons d’établir entraîne im- 
édiatement la suivante, comme l’a remarqué M. Kœnigs : 


(^) G. Kœnigs, Sur les réseaux plans à invariants égaux et les lignes 
ymptotiques ( Comptes rendus des séances de V Academie des Sciences, 
CXIV, p. 55 ; 1892). 

D. - IV. 
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87o. Réciproquement, lorsque la condition (34) est vérifiée, 
les courbes sphériques de paramètres a et p sont la représentation 
sphérique des lignes asymptotiques d’une série de surfaces, toutes 
homothétiques à l’une quelconque d’entre elles. Pour le montrer, 
nous nous appuierons sur la remarque suiv^ante. 

Lorsqu’on connaît un élément linéaire de la sphère de rayon i 
défini par la formule 

= e ifd'S. d^ g ^|3-, 


les coordonnées c, c', du point de paramètres a et [3 satisfont 
toujours à une équation linéaire de la forme suivante 


( 35 ) 






o; 


car cette équation contient trois fonctions arbitraires h\ k' ^ /' 
dont on peut disposer de telle manière qu’elle admette trois solu- 
tions quelconques données à l’avance, et, en particulier, c, d ^ d. 
Cela posé, je dis qu’on peut toujours exprimer A', //, k on fonction 
de l’élément linéaire, c’est-à-dire de e, /, g et de leurs dérivées. 
En effet, si nous opérons comme nous l’avons fait plus haut, si 


nous multiplions l’équation (35) successivement par Ç, y 

si nous ajoutons chaque fois les équations semblables obten 
y remplaçant Ç parc, c^ c", il viendra les trois relations 




et 


Lies en 


( 36 ) 




qui établissent le résultat annoncé. 

Or, SI la condition (34) est vérifiée, il existera une fonction 
vérifiant les équations (33) ou les équations équivalenlc.s (da); 
par suite, les deux dernières équations (36) nous donneront 

de sorte que l’équation aux dérivées partielles (35) aura ses inm- 
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riants égaux et pourra prendre la forme 


(37) 


da (îp 


kX^sfl. 


Dès lors, les formules (B') seront intégrables et nous donneront 
une surface admettant pour ses lignes asymptotiques la représen- 
tation sphérique donnée. Comme \ n’est déterminé qu’à un fac- 
teur constant près, on pourra remplacer cette surface par l’une 
quelconque des surfaces homothétiques. 

fl résulte de cette analyse que, clans le cas où Von a pris 
comme variables les paramètres des lignes asymptoticjues, et 
dans ce cas seulement^ Vécjuation aux dérivées partielles de la 
forme (35) à laquelle satisfont les cosinus directeurs de la 
normale a ses invariants égaux. 

M. Kœnigs a donné une forme plus géométrique encore à cet 
énoncé ( ^ ). 

c, c\ c", O sont les coordonnées homogènes du point où la 
normale coupe le pian de l’infini. On peut donc dire que les 
traces sur le plan de V infini des surfaces réglées engendrées 
par les normales à la surface en tous les points des différentei> 
lignes asymptotiques forment un réseau plan {nécessairement 
conjugué comme tous les réseaux plans) à invariants égaux. 

Car l’équation ponctuelle [1, p. 122 ] relative à ce réseau con- 
jugué est précisément l’équation (35). En transformant par po- 
laires réciproques, relativement à une sphère quelconque, et re- 
marquant que les lignes asymptotiques se conservent dans cette 
transformation, on voit que : 

Les perspectives des lignes asymptotiques sur le plan de Vin- 
fini forment un réseau à invariants égaux. 


876. La définition des lignes asymptotiques étant projective, la 
proposition particulière que nous venons d’établir entraîne im- 
médiatement la suivante, comme l’a remarqué M. Kœnigs : (*) 


(*) G. Kœnigs, Sur les réseaux plans à invariants égaux et les lignes 
asymptotiques ( Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, 
t. GXIV, p. 55 ; 1892). 

D. - IV. 
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Les perspectives ou les projections des lignes asymptotiques 
<urunplan quelconque forment un réseau à invariants égaux. 

Nous allons vérifier cette proposition en démontrant que l’équa- 

lion aux dérivées partielles (22) [p. 18] à laquelle conduit notre 
première solution a ses invariants égaux. Cette équation, à laquelle 
satisfont les coordonnées x, y d’un point de la surface (S), est 
bien celle qui caractérise le réseau formé par la projection des 
lignes asymptotiques de la surface (S) sur le plan des xy. 

Or, si l’on se reporte aux expressions de x et de j données par 
les formules (B), on reconnaît immédiatement que l’on a 


à 

f T 

à 

( X 


y 6] 

^Ta 


d . 

( I 

i . ^ / 

Il d/\ 


Ta) 


.«5 <^P/ 


Par conséquent, x et j seront des solutions particulières de 
l’équation en 9 ' 

dp Vêf da/'^daUf 


dont les invariants sont égaux; car son développcincnL lui donne 
la forme 

^ (jp 03 fjp <^a Ô3 à'x ““ 

Cette équation n’est autre que celle qu’il s’agissait de former au 
0*^866; et ainsi se trouve mis en évidence le lien entre notre pre- 
mière et notre seconde solution. 


877 . La remarque que nous venons de faire nous amène à com- 
pléter une proposition géométrique très élégante, signalée par 
M. Kœnigs et relative aux réseaux plans conjugués dont les inva- 
riants sont égaux. Nous allons mettre en évidence une propriété 
caractéristique des réseaux conjugués tracés sur une surlacc quel- 
conque, et auxquels correspond une équation linéaire dont les 
deux invariants sont égaux. 

Soit 




«Î2 0 ao , dH 
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l’équation ponctuelle relative à un système conjugué, tracé sur 
«ne surface (S), c’est-à-dire l’équation à laquelle satisfont les 
coordonnées y, z d’un point quelconque M de cette surface, 
considérées comme fonctions des variables u et p. Les tangentes 
aux courbes de paramètre ii engendrent une congruence qui 
admet (S) pour une des nappes de sa surface focale. Le point 
de Tautre nappe sera, comme on sait, défini par les formules 


(40) 


I dcc 

a?! — a? H- - — , 
a OP 


I dy 


— Z 


I dz 
a dv 


Si l’on considère de même la congruence engendrée par les 
tangentes aux courbes de paramètre p, le second point focal M 2 
de la tangente en M à la courbe qui passe en ce même point sera, de 
même, défini par les formules 


(41) 


'^2 = a? -h 


I dx 
b du^ 




I dy 
b 


Z<j, — Z -f- 


I à Z ^ 

b du’ 


de sorte que l’on peut exprimer a et 6 par des formules telles que 
les suivantes 


(4^) 


I dx 
Xi — œ dv^ 


b = 


x^ ” 


dx 
-X du 


D’autre part, en différentiant la première équation (4o) et te- 
nant compte de ce que x est solution particulière de l’équa- 
tion (Sg), on trouvera 


(43) 


h dx 
du dp^ 


h désignant le premier invariant de l’équation (Sg). On a donc, 
en éliminant a entre les équations (4^^) et (43), 


(44) 


h— — 


dx dx<^ 
dv du 
{x^x^' 


Comme il est permis d’écrire des équations analogues tny et z^ 
on est conduit à l’expression 

dxi dx dyi dy dzi ^ 
du di> du c?p du dt^ 

(x — xi)^-h(y — yi)^~h(z^zi)^' 


( 45 ) 
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qui est moins simple, mais devient indépendante du choix des 
axes. On peut Finterpréter géométriquement. Mais, pour éviter 
toute difficulté quant aux signes, nous raisonnerons de la ma- 
nière sui\ante. 


878. Lorsque u varie, le point Mi décrit une courbe tangente 
à MMi et dont le plan osculaLeur est, comme on sait, le plan tan- 
gent en M à la surface, c’est-à-dire le plan MM^ Ma- Soient, pour 
le point A, A', A'^; B, B', B"; G, G', CI' les cosinus directeurs 
de la tangente à cette courbe, de sa normale principale et de la 
normale au plan osculateur. Gette dernière normale étant paral- 
lèle à la normale à la surface, nous pourrons prendre, en conser- 
vant toutes les notations du Ghapitre III, Livre VII [III, p. 242 et 
suiv.], 

^ H àv do 

On aura évidemment 


u;j 


A = 


I àx 


/G 


A'- JL ^ 


À." = -i- — . 


/G àv 


De là on déduira B, B', B" par les formules connues 
B = G'A'— A'C", 

qui nous donnent, par la substitution, 

F 


(48) B: 


dç 


rt 


B' = 


Fj:_Gÿ: 

àv du 


a/5 -• 

Dés^nons *, l’„c de 1. coarbe décrite par le point M,. 
On a, d apres l’equation (43), ^ 




F^_G^ 

àv du 


(49) 




et, d’autre part, les formules fondamentales 
gauches [I, p. lo] nous donnent 


relatives aux courbes 
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O, étant le rajon de courbure de la courbe. On a donc 


(5o) 


^ _ 2. A /r 

du " Pi 


ou, en remplaçant A et B par leurs valeurs (47)? (48) et tenant 
compte de l’équation (Sg), 


T / dx ^ I 


/ F A _r 

dG dx __ h 

^Qdüàp~ ^ \ H /G / 


dx 


Égalant les coefficients de ^ dans les deux membres, on trouve 
(5i) 


du 

a __ G h 
/G H ?i ’ 


Or, si MMi désigne en grandeur et en signe la distance MMj, 
on a 

cci — a? = A X MMi. 

En remplaçant A et X{ — x par leurs valeurs ( 47 ) et (4o)? on 
trouve 

^ = MM„ 


ce qui permet d’écrire l’équation (5i) sous la forme entièrement 
géométrique 

Hpi 


( 52 ) 


/i = 


MMi 


Pour la courbe décrite par le point M 2 , on trouverait de même 


(53) 


A- = - 


Hp2 

mm 


k désignant le second invariant de l’équation (Sg). 

Ces expressions des deux invariants nous permettent de ré- 
soudre la question proposée. Pour qu’ils deviennent égaux, il faut 
que l’on ait 


(54) 


^-P- 1 ^ H- — = O. 

MMi^ MMg 


Or on sait que la relation précédente existe entre les rayons de 
courbure, en Mi et M 2 , de toute conique qui serait tangente en 
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ces points aux droites MM^ MMa, c’est-à-dire aux courbes décrites 
par les points et Mo. Par suite, celle de ces coniques qui aura 
en M| le rayon de courbure pi aura en M 2 le rayon de courbure pg. 
Comme les plans osculaleurs aux deux courbes en M^ et en M 2 se 
confondent avec le plan MM^Mo, on peut énoncer la proposition 
sui\ante, généralisation de celle que M. Kœnigs a fait connaître 
pour les réseaux plans dans la Communication citée plus haut : 

Pour que l'équation ponctuelle relative à un système con- 
jugué tracé sur une surface quelconque ait ses invariants 
égaux, il faut et il suffit que, si Von construit les deux 
développables circonscrites à la surface suivant les deux 
courbes du système conjugué qui se croisent en un quelconque 
de ses points et que Von prenne sur chacune de ces dévelop- 
pables les points de contact de trois génératrices consécutives 
avec Varête de rebroussement, les six points focaux ainsi ob- 
tenus appartiennent à une même conique. 

En transformant par polaires réciproques, on voit de même que : 

Pour que V équation tangentielle relative à un système con- 
jugué ait ses invariants égaux, il faut et il suffit que les trois 
plans focaux, distincts des plans tangents d la surface, rela- 
tifs à trots tangentes consécutives prises sur chacune des deux 
courbes du système conjugué qui se croisent en un même point 
quelconque de la surface, soient six plans tangents d'un même 
cône du second degré. 


879. Pour indiquer dès à présent au moins une application des 
formules de M. Lelieuvre, supposons que la surface proposée (S) 
ait sa courbure constante et égale à - i. Il faudra faire i, et 
l'on voit que c, c', é satisferont à l’équation 


( 55 ) 




Ainsi, toutes les fois qu’une équation de la forme précédente 
admettra trois solutions vérifiant la relation 


elles fourniront une surface à courbure constante. 
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D’autre part, les équations (82) nous donnent alors 
de oi* 

l’où l’on déduit 

e =/(«), ^=/i(P)* 

Écartons le cas où l’une des quantités e, g serait nulle, qui 
lous conduirait seulement à la sphère et aux surfaces réglées 
maginaires applicables sur la sphère. On pourra dès lors, en 
choisissant convenablement les paramètres, réduire e el g k 
’unité; de sorte que l’on aura, en posant /= — cos2to, les for- 
nules suivantes 

57 ) = dor -I- d^^ — 2 cos 2 ü) û?a 

58) <^52 = 2 cos2tü cZa 

■[ui sont d’accord avec celles du [III, p. 879]. Pour obtenir 

’équation à laquelle doit satisfaire to, il suffit d’exprimer que la 
îphère a une courbure totale égale à i, ce qui donne 

Cü 

5g) = smti) costü. 

Comme on a ici, en vertu de l’équation (81), 

60) k — — /= C0S2ü>, 

’équation (19) en Q deviendra 

61) -T :^ = 6 cOS 2 üJ. 

Telle est l’équation qu’il faudra intégrer si l’on veut résoudre 
e problème de la déformation infiniment petite pour la surface à 
courbure constante donnée. 


880 . Le lecteur se rappelle la longue étude que nous avons con- 
sacrée à l’équation aux dérivées partielles ( 5 g). Nous avons vu 
III, p. 482] que, si l’on considère le système 


62 ) 


/ àcüi dtü 

\ ^ 

( 

( àüJi âcü 


sin(tüi — tü), 
sin (ü)i -4- ü) ), 
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il permet de déduire de toute solution co de l’équation (5g) une 
solution w, qui contiendra une constante arbitraire et vérifiera 
encore la même équation (Sg). Nous allons montrer d’abord que, 
si l’on sait résoudre le problème de la déformation infiniment petite 
pour la surface à courbure constante correspondante à la sol ution to, 
on saura résoudre le même problème pour la surface correspon- 
dante à la solution w,, c'est-à-dire pour celle qui dérive la première 
par la substitution de M. Bianclii. En d’autres termes (<), si l’on 
sait résoudre l’ équation (5\) correspondante a la fonction u, 
on saura résoudre cette même équation où u serait remplacée 
par W) . 

Remplaçons, en effet, dans les formules ( 62 ), w et Wj respective- 
ment par ü) 9 et W) -f- 9, ; et, développant les deux membres des 
équations suivant les puissances de 9 et de 9,, bornons-nous à 
conserver les termes du premier degré en 9 et 9(. Nous serons 
conduit aux deux équations linéaires 

()6l dô /û A\ / \ 



Éliminons 9) entre ces deux équations : en égalant les deux va- 


leurs de qu’elles peuvent fournir, nous aurons 


^29 

da dp 


cosacü, 


c’est-à-dire l’équation ( 6 i). Si l’on éliminait de même 8 , on trou- 
verait 


(G4) 


^ A 

^ =6.COS2a>x, 


f^) M. C. Guichard est le premier qui ait étudié les équations aux dérivées 
partielles de la forme (6r). Voir le Mémoire intitulé : Sur une classe particulière 
déquations aux dérivées partielles dont les invariants sont égaux {Annales 
scientifiques de VÉcole Normale supérieure, 3 “ série, t. VII, p. 19; 1890), ainsi 
que celui qui a paru au même Recueil et au même tome (p. 233 ) sous le titre : 
Recherches sur les surfaces à courbure totale consta?ite et sur certaines sur- 
faces qui sy rattachent. 
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c’est-à-dire l’équation (61) où to serait remplacé par toi. Comme 
d’ailleurs on peut toujours, lorsque 9 est donné, déduire, par de 
simples quadratures, la valeur de vérifiant les deux équations 
{^ 63 ), on voit que toute solution de l’équation (61) fournira, avec 
une constante arbitraire, une solution de l’équation ( 64 ). On 
peut donc énoncer la proposition suivante : 

Lorsqu'on sait résoudre Le problème de la déformation infi- 
niment petite pour une surface à courbure constante, on sait 
le résoudre aussi pour toutes celles qiüon en dérive par la 
transformation de M, Bianchi. 

Ce résultat était évident par la Géométrie. Il nous a paru bon 
de le mettre en lumière. On comprend ainsi comment le pro- 
blème delà déformation infiniment petite doit dépendre de l’équa- 
tion (61). Car, si l’on considère une surface à courbure constante 
infiniment voisine de la surface proposée (S), co sera, pour cette 
surface, remplacée par une fonction to 6 infiniment peu diffé- 
rente de <0. En substituant o>-|- 6 à la place de <0 dans l’équation 
(09) et se bornant aux termes du premier degré en 9 , on retrouve 
bien l’équation (61) (^). 

De la remarque que nous venons de faire, on peut déduire im- 
médiatement trois solutions particulières de l’équation linéaire 
(61). Soit, en effet, 

ü) = cp(a, P). 

Nous avons vu que, si ao, po? ^ sont trois constantes, 
w' = çp j^(n- m) a -h «0, 7:^ PüJ 

sera encore une solution de l’équation (Sp). En développant sui- 
vant les puissances de ces constantes, on aura 



d’où l’on voit, en se bornant aux termes du premier degré, qu’en 


(*) La proposition précédente s’applique aussi aux transformations de MM. Lie 
et Bâcklund. 
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preoanl pour 6 une des trois fonctions 


ào) 
— } 
0 % 


diù 


ddi 


■? 


âüi 


on aura une solution de l’équation (6i). 

881 . Nous terminerons ce Chapitre en indiquant comment on 
peut obtenir des formules analogues à celles de M. Lelieuvre 
quand les variables indépendantes auront été choisies d’une ma- 
nière quelconque. 

Soient U et p ces variables et conservons toutes les notations 
du Livre VU, Chapitre III [III, p. 242 et suiv.]. On peut toujours 
déterminer des coefficients A, A' tels que l’on ait 


f 65 » 


dæ 

du 


\ au du) \ da àa J 


et les formules analogues obtenues en soumettant 5; c, c\ é'' 
\i une permutation circulaire. La multiplication de deux détermi- 
nants nous conduit d’ailleurs à l’identité 


' 61 ») 


e c' c" 
de de' de” 
du du du 
^ dc^ de" 
dv àa 57 


c c' c" 
dx ày dz 
du du du 
dx dy dz 
dv àa dv 


O 

— D 
H 

— D' 
H 


O ! 


II 

H 


c’est-à-dire, en tenant compte des formules ( 4 ) [III, p. 243J, 


(67) 


c c' c" 
^ àc' àc" 

du dû àïc 
^ de' de" 
dç da 57 


DD' — D'2 


Cela posé, multiplions l’équation ( 65 ) par ^ et ajoutons-la aux 

deux équations qu’elle donne par une permutation circulaire. 
Nous trouverons, en tenant compte de la relation (67), 


A = 


DH2 

D'2— DD"' 


( 68 ) 
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En calculant de même la valeur de A', on trouvera 


(69) 


.y D'H^ 
D' 2 — DD" 


Si l’on échange enfin u &\.v dans la formule (65), on pourra 
écrire 

/ \ Kirf f ^àc’\ ,[ fdc” t/àc'\ 

et les formules analogues en y et A!^ ayant pour valeur 


(71) 


A^= 


D'2— DD''’ 


Si l’on suppose que w et soient les paramètres des lignes 
asymptotiques, A, A!' deviennent nuis et l’on retrouve les formules 
(B') données plus haut. 

Effectuons dans les formules (65) et (70) la substitution définie 
par les équations 

(72) c\/X = ôi, c'\/X = 62» c'V^ = ^3, 


elles se changeront dans les suivantes 


(73) 


dæ 

du 

dx 

dïT 


"«'(“■S: 

= B"^ 


6.^ 

du 


'du 


)-B| 

^ <^93 
dlT- 


)-B'( 

''fi <^93 

fi ^9-2 \ 

62-^ - 
dv 



où l’on aura 
(74) 



Les dérivées dey et de z s’obtiendront par des permutations 
effectuées sur 9| , 633 ^3? de sorte que la surface sera définie par les 
formules suivantes 


1 

(B") j J. =y (63 ^ - 6. (B' du + ^‘dd) - (93 ^ (B du + B' d.) 

( " =/ { S - Si) ^ - (®‘ S - ^r) ®' 
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Si nous déterminons A en particulier par la condition 


t -J ) 


I, 


i|ui donne 


)^2 A'^ — AA^ 

4)11. en substituant les valeurs de A, A', A" 


'-6) 






D'^—DD" 


■ RR', X = /- RR', 


Q,, 63 seront identiques aux quantités de même détermination 

qui figurent dans les formules (B). Mais, sans fixer dès à pré- 


sent la valeur de X, exprimons que les deux valeurs de ob- 
tenues par la différentiation des deux équations (78) sont égales, 
nous serons conduits à la relation 


4 B' ^ — B 




à / é03 „,<J03\ fl à / d05 dOA. 

= dir ~ dirj ’ 

d’où il suit, en répétant le raisonnement employé au n” 870, que 
l'on peut trouver une certaine fonction K telle que 9,, 83, 63 soient 
trois solutions particulières d’une équation de la forme suivante 


(77) 




La fonction K variera suivant la valeur de X que l’on aura 
choisie. Elle a une expression particulièrement simple loi'squ’on a 
pris A égal à l’unité, c’est-à-dire lorsque l’équation précédente admet 
c, c\ é comme solutions particulières. En effet, si, après l’avoir 
multipliée par 9, l’on y remplace 9 par c, d ^ d successivement, 
en ajoutant les trois équations ainsi obtenues, on trouvera 

d^c 




ou encore 
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Les valeurs des trois sommes contenues dans cette relation se 
éduisent de la formule (82) [III, p. ^49]. En les substituant 
insi que les valeurs de A, A', on trouve 


78) K= jL(GD-;.FD'+ED') = H(l-i- A), 


l et R' désignant les rayons de courbure principaux (n^ 701 ). 

Remarquons que, dans tous les cas, l’équation (77) est celle 
pe l’on obtiendrait en égalant à zéro la variation de l’intégrale 
double 




et que la surface (S,) correspondant à (S) avec orthogonalité 
des éléments linéaires se trouverait ici définie par la formule 



( B' H- B” de ) — ^ 6 J ^ — ü> ^ {Bdu-i-B'dv ) 
(B'du-i-B"di>)—(^0^^£^^^^'j (Bdu-^B’dv) 


OÙ CO serait une solution quelconque de l’équation (77). 

bi U et ç sont les paramètres des lignes asymptotiques, on a 

B =B"= O. 


Si, en outre, \ est définie par la condition (76), on a 
ce qui permet de prendre 

B'=i, 

et l’on retrouve les formules (C) où a et ^ seraient remplacées 
par U et 

Le lecteur pourra rapprocher les formules générales qui pré- 
cèdent de celles qui se trouvent dans le Mémoire cité plus haut 
[p. 8] de M. Weingarten. Nous terminerons ce Chapitre en in- 
diquant une démonstration de ces fornaules qui en fera sans doute 
mieux comprendre la véritable origine. 
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BSl2. Oési^Hons toujours pür c y c les cosinus directeurs de 
la normale, et employons les caractéristiques et S pour définir les 
déplacements suivant deux directions conjuguées quelconques. 
On aura les deux équations 

^ cdx-^ c*dy c“ dz = o, 

^ \ oedx -r- 8c' dy -h le” dz = o, 

d‘où Ton déduit 

i dx ~h{dlc — d'id)^ 
i8i) I dy — h{dlc —clc”), 

( dz—h{cld — dlc)f 

h étant une quantité finie. D’ailleurs, D, D', ayant la même si- 
gnification que plus haut, l’équation 

J) dulu-h ïi'{du Iv -r- <f{? lu) H- D" OP = o 

ou 

(D du -h D'c?p) lu -h (D'du -h D"û?p) 8p = o 


exprimera que les deux directions définies par les caractéristiques 
detS sont conjuguées. La relation précédente permet de poser 


(82) 


^ 8m ~ D'du-i~ D"dçfj 
I of> = — Ddu — D'dç^f 


de sorte que les formules (81) nous donnent 



^ a/ 

dz =z Al c T- 

\ du 


- è) ^ T - £) (D H- D'd,), 

- c (D' + D Vp) - A (c' g _ c. g ) ( D rf* + D' d,), 


La formule (26) [III, p. 248] nous permettra d’ailleurs de dé- 
terminer h. On a ici, en vertu du système précédent, 

le c' c' I 



h 


de de' de" 
du du du 


de dd de” 
dp dp dp 


{ïddu^^ 2D' dudp^iy dp% 
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qui donne, en tenant compte de Féquation (67), 

ZTÎ-* H3 ““ ^-DD"— D'â’ 

Il ne reste plus qu’à substituer cette valeur de h dans les for- 
ules ( 83 ) pour obtenir l’équivalent des relations (B"), où 6,, Go, 
désigneraient c, d , c” , 
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CHAPITRE m. 

LES BOL'ZE SURFACES. DÉVELOPPEMENTS GÉOMÉTRIQUES 
SE RATTACHAINT AUX PRÉCÉDENTES SOLUTIONS. 

Étant données deux surfaces (S) et (SJ qui se correspondent avec orthogonalité 
des éléments linéaires, au réseau des lignes asymptotiques de chacune de ces 
surfaces correspond, sur l'autre, un réseau conjugué à invariants ponctuels 
égaux. -* On déduit du premier couple deux nouvelles surfaces (S) et (A) qui 
se correspondent, elles aussi, avec .orthogonalité des éléments linéaires. ~ 
Définition de (X): c’est l'enveloppe des plans menés partons les points de (S) 
perpendiculairement aux directrices de la déformation. — On sait résoudre le 
problème de la déformation infiniment petite pour (S) lorsqu’on sait résoudre 
ce problème pour (S). — Les lignes asymptotiques se correspondent sur (S) 
et sur (S). — Réciproque : théorème de M. Guichard. — Relation géomé- 
trique entre les deux nappes de la surface focale d’une congruence rectiligne, 
dans le cas où les lignes asymptotiques se correspondent sur ces deux nappes. 
— Propriétés qui rattachent la surface (A) à la surface (SJ : les plans tangents 
aux points correspondants sont parallèles et le système conjugué commun a 
ses invariants ponctuels égaux, sur les deux surfaces. — Réciproque : théorèmes 
de MM. Kœnigs et Cosserat. — Les trois réseaux I, II, III formés par les lignes 
asymptotiques de (S), de (SJ et de (A) sont harmoniques deux à deux. — 
Introduction de huit nouvelles surfaces qui, jointes aux quatre premières, 
forment un ensemble de douze surfaces que l’on peut grouper deux à deux de 
telle manière qu’elles se correspondent avec orthogonalité des éléments 
linéaires, ou bien par plans tangents parallèles, ou bien par polaires réci- 
proques relativement à une sphère concentrique à l’origine, ou enfin comme 
focales d’une même congruence rectiligne sur lesquelles les lignes asympto- 
tiques se correspondent. — Sur chacune de ces douze surfaces, les trois réseaux I, 
11,111 déjà signalés sont, l’un formé des lignes asymptotiques, l’autre conjugué 
à invariants ponctuels égaux, le dernier enfin conjugué à invariants tangentiels 
égaux. — Quand deux surfaces se correspondent avec orthogonalité des élé- 
ments linéaires, le système conjugué commun a ses invariants tangentiels 
égaux. — Lorsque, sur une surface, un réseau conjugué a ses invariants ponctuels 
(ou tangentiels) égaux, le réseau conjugué qui lui est harmonique a ses inva- 
riants tangentiels (ou ponctuels) égaux. 


883. Nous revenons au problème de la déformation infiniment 
petite pour développer les nombreuses propriétés géométriques 
que l'on peut rattacher à la solution développée dans le Chapitre 
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jrécédent. La surface (S) étant définie par les formules 



)ù 0i, Qo? sont des solutions d’une même équation aux dérivées 
3 artielles 

3 i!l - /-A 


3 t sont proportionnelles aux cosinus directeurs de la normale à la 
surface (S), nous avons vu que les fonctions les plus générales^i, 
\r^, xîi vérifiant la relation 


3 ) ^ clx dxi 4- dy dy^ -h dz dzi — o 

sont déterminées par les formules suivantes 


[4) 



où CO désigne la solution la plus générale de l’équation (a). Au 
n° 8S6 nous avons déjà établi Texistence d’un système de relations 
de la forme 

[ dx = c dyi — b dzi , 

(5) / dy=adzi — c dxi, 

ldz = b dxi — a dyiy 


entre les différentielles dx, dy, dz\ dx^, dy^, dz^. On détermi- 
nera sans peine les valeurs de a, b, c, qui sont 



D. — IV. 


4 
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Je sorte que 

les formules (4) ! 

sont équivalentes aux 

suivantes 

[ 

da 

àyi 

-i- 0)2 = 0, 

dzi 


\ 'àx 

w 0, 

da 

da 

■ da ’ 

da 

da ’ 

) à.r, 

da 

à/i 

dp 

-C0-j^ = 0, 

dz\ 

2 

dp ~~ 


dont nous ferons plus d’une fois usage dans la suite. 

Si nous éliminons a entre les deux premières de ces équations, 
nous aurons 

i. /_L A /_L \ = O 

cia / ' dcL dp / 

OU, en développant, 

d'^Xi ■ I dü) da:*t __ 2 __ 

^ ^ ^ da dp w dp da to da dp 

Il est clair que et 5, vérifient la même équation. Donc, sur la 
surface (Si), a et P sont les paramètres d’un système conjugué et 
l’équation ponctuelle relative à ce système conjugué a ses inva- 
riants égauif. Ainsi : 

Quand deux surfaces (S) (S, ) se correspondent m^ec ortho- 

gonalité des éléments linéaires, au réseau des asymptotiques 
de rime quelconque de ces surfaces correspond sur Vautre 
surface un système conjugué, et V équation ponctuelle relative 
à ce système conjugué a ses invariants égaux. 

884. Réciproquement, supposons que l’on connaisse, sur une 
surface (S^), un système conjugué dont l’équation poncLuelle ait 
ses invariants égaux. Cette équation pourra toujours être mise 
sous la forme (8). Les formules (^) nous fourniront ensuite des 
fonctions a, 6, c par des quadratures telles que la suivante 



Puis, les relations (6) nous feront connaître des fonctions 9^ , 02, 03 - 
Ces trois fonctions satisferont, on s’en assure aisément, à l’équa- 
tion 

1 ^ I . 

6 dadp tü dadp 


(lo) 
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par suite, en les substituant dans les formules (i), on obtiendra 
s surface (S) qui correspondra à (S^) avec orthogonalité des élé- 
nts. On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Si Von connaît^ sur une surface (Sj), un système conjugué 
nt V équation ponctuelle ait ses invariants égaux, on pourra 
terminer, par de simples quadratures, une surface (S) cor- 
^pondant avec orthogonalité des éléments linéaires et 

lignes asymptotiques de (S) correspondront aux deux fa- 
'lies du réseau conjugué tracé sur (S/j. 

Il faut même remarquer que, comme les fonctions < 7 , b, c sont 
terujinées par des quadratures, la solution contiendra trois 
nstantes arbitraires, et l’on pourra ajouter aux lonctions 6,, 9o, 
la fonction to multipliée par des constantes quelconques. Cela 
v'ient, on s’en assure aisément, à composer les formules qui dé- 
clinent (S) avec celles qui donnent un plan et qui correspondent, 
n plus à une déformation infiniment peiite de (S/), mais à un 
placement infiniment petit de cette surface (n^^SoG). On peut 
ne dire que : 

A chaque réseau conjugué à invariants égaux tracé sur une 
rface correspond une déformation infiniment petite parfaite- 
ent déterminée de cette surface, 

<S85. Revenons aux formules (5). En faisant passer tous les 
nues dans le premier membre et remplaçant les différentielles 
ir les fonctions, on est amené à considérer la surface (S) lieu du 
)int (X, Y, Z) défini par les relations 

i) }Y=y — azi-i-cxi, 

( Z = ^ ayi. 

1 l’on dififérentie ces valeurs de X, Y, Z en tenant compte des 
lations (5), on trouvera 

I dX. = zi dh — yx de, 
dX xidc — Zi da, 
dZ z=zyxda — œx db, 
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ri 

de sorte que Ton a identiquement 
, ,3 . dXda-h dY dh ^dZdc^ o. 

Cette équation, toute pareille à l’équation (3), nous donne une 
solution nouvelle du problème de la déformation infiniment petite. 
La surface (S) lieu du point (X, Y, Z) et la surface (A) lieu du 
point {a, &, c) se correspondent, elles aussi^ açec orthogonalité 
des éléments linéaires. Nous allons étudier les propriétés géomé- 
triques qui rattachent cette nouvelle solution à l’ancienne. Cher- 
chons d’abord à définir la surface (S). 

886. Étant donnée la surface (S), menons par l’un de ses points 
{x^y^z) la directrice de la déformation, c’est-à-dire la droite 
dont les paramètres directeurs sont (n° SS’â). La per- 

pendiculaire à cette directrice située dans le plan tangent sera évi- 
demment définie par les équations 

I a(X — 6 (Y— c(Z— 5)==o, 

où X, Y, Z désignent pour un instant les coordonnées courantes. 
Ces équations, évidemment vérifiées quand on y remplace X, Y, Z 
par leurs valeurs déduites des équations (i i), nous montrent donc 
que cette perpendiculaire va passer parle point de (S) défini par 
ces équations (ii). Nous allons montrer de plus qu’elle est, en cc 
point, tangente à (S). 

En eflet, les formules ( 12 ) nous donnent l’identité 

(i5) dH. dY —H J5i délt ~ O, 

d’où il résulte que la normale à (S) a pour paramètres directeiir.s 
y,, Zk et, par suite, qu’elle est parallèle à la directrice de la dé- 
formation. Elle est donc perpendiculaire à la droite définie par 
les équations (i4)* 

D’après cela, si M désigne le point (x, y, z) de (S), P le point 
correspondant (X, Y, Z) de (S), la droite MP est tangente en M 
à (S) et en ^ à (S). Le plan langent à (S) en P est perpendi- 
culaire à la directrice de la déformation en M ; et, si Von con- 
sidéré la déformation infiniment petite de (S) définie par 
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les fonctions a, b, c, qui figurent dans V équation (i 3 ), Je plan 
tangent en à est perpendiculaire à la directrice de la 
déformation de (S) en P. On le voit, la relation enti^e (S) et 
(S) est réciproque. 

Les surfaces (S) et (S) sont donc les focales de la congruence 
engendrée par la droite MP. On peut ajouter encore une autre 
propriété essentielle: 

Les lignes asymptotiques se correspondent sur {fi') et sur (S). 

Ce point résulte immédiatement des transformations sui\antes. 
Les formules (7) et (12), rapprochées les unes des autres, nous 
donnent des équations telles que la suivante 



Si donc on pose 


< 16) 


— = 


Zi == 

(s) 




OU trouvera 



et les formules analogues en Y, Z. Ces relations sont toutes pa- 
reilles aux formules (i) et s’en déduisent en remplaçant 8,, 80, 63 
par^'jj)/' , respectivement. Donc a et j 3 sont les paramètres des 
lignes asymptotiques de (S) comme ceux des lignes asymptotiques 
de (S). On peut d’ailleurs vérifier, bien que ce ne soit pas néces- 
saire, que x\.^y\^ z\ sont solutions particulières d’une équation de 
la forme (2), qui est ici 


U8) 


« _ KM,. 

dcL ^ ’ 


de sorte que l’on passe de (S) à (S) en échangeant 8^, 62, 63, to 
en y\, z', Comme d’ailleurs, d’après le théorème de 

M. Moutard, on sait intégrer complètement l’équation précédente 
lorsqu’on sait intégrer l’équation (2), on voit que Von saura ré-- 
soudre complètement le problème de la déformation infiniment 
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petite pour (S) dès qu'on saura le résoudre pour (S), et ré- 
ciproquement. 

887. On peut encore indiquer une des propriétés de la corres- 
pondance entre les deux surfaces (S^ et (Sj en disant <^i\ a tout 
système conjugué tracé sur Vune des surfaces correspond un 
système conjug ué tracé sur la seconde. Nous avons déjà re- 
marqué (n” 600) que lorsqu'une correspondance point par point 
est établie entre les points M et P de deux surfaces, le rapport 
anharnionique de quatre tangentes au point M de la première est 
égal au rapport anharmoniqiie des quatre tangentes correspon- 
dantes au point P de la seconde. D’après cela, supposons qu’à 
deux tangentes conjuguées de la première correspondent toujours 
deux tangentes conjuguées de la seconde : il sera nécessaire que la 
correspondance subsiste lorsque ces deux tangentes conjuguées se 
confondront entre elles, c’est-à-dire se réuniront en une direction 
asymptotique. Et, réciproquement, si les tangentes asymptotiques 
se correspondent sur les deux surfaces, à deux tangentes con- 
juguées de l’une, c’est-à-dire à deux tangentes divisant harmoni- 
quement l’angle formé par les directions asymptotiques de la pre- 
mière surface, correspondront nécessairement deux tangentes de 
l’autre surface divisant harmoniquement l’angle formé par les tan- 
gentes asymptotiques de cette surface, c’est-à-dire encore deux 
tangentes conjuguées. 

Par suite, à tout réseau conjugué sur la première surface cor- 
respondra un réseau conjugué sur la seconde. 

888. La congruence des droites MP définies par les for- 
mules (i4) jouit donc d’une propriété sur laquelle nous avons, 
à deux reprises déjà, appelé l’attention (n°®483 et 765). Les asym- 
ptotiques se correspondent sur les deux nappes (S), (S) de la 
surface focale. Pœciproquement, nous allons établir avec M. Gui- 
chard (^) que toute congruence jouissant de cette propriété s’ob- 
tient par les méthodes que nous venons de faire connaître. 


(‘) Guichard (C.), DétermincLtion des congruences telles que les lignes asym-- 
ptotiques se correspondent sur les deux nappes de la sur face focale ( Comptes 
rendus des séances de C Académie des Sciences, t. CX, p. 126; janvier 1890). 
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Considérons, à cet effet, une telle congruence et prenons pour 
variables indépendantes les paramètres des lignes as^'mptoliques 
sur les deux nappes de la surface focale, nappes que nous dési- 
gnerons encore par (S) et par (S); elles seront respectivement 
définies par des formules telles que les suivantes : 


(19) ®=y** 

U fl 

1 c?a — ( 



(20) X=J| 

f d<j^ \ 

da da ) 

|rfa-| 

/ da^ dai \ 

1 d^, 


où 6 02? 03 sont solutions particulières d’une équation de la forme 

suivante 


( 21 ) 




= A-6, 


et où G-^, 0-2, <T3 satisfont à une autre équation de forme analogue 


( 22 ) 


<) 2 (T 

da 


= ki a. 


On aura d’ailleurs, en désignant par p un facteur de proportion- 
nalité, les relations 


( 23 ) 


^ ^ ^ — y Z — Z 

02 OTs O '203 — ^*1 02 


par lesquelles on exprime que la droite de la congruence est tan- 
gente aux deux nappes (S), (S). 

Différentions par rapport à a l’équation 

X — .r ~ p( 02G3 — (72 03), 

obtenue en égalant à p le premier rapport. Il viendra, en rem- 
âX. dx 

plaçant ^ par leurs valeurs déduites des formules (i g) et (20), 


(^4) 


da 


<?cr2 

da 


i?03 , . 0^2 


= <^263 



d^i 

da 




da 


dcz 


)• 


Multiplions par 64 et ajoutons l’équation ainsi obtenue à celles 
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que l’on obtient en effectuant des permutations circulaires sur les 
indices i, 2, 3 . Nous aurons 

A = pA', 


A et A' désignant, pour abréger, les deux, déterminants 





(Tl 62 


d(x 


Multiplions maintenant l’équation (24) par c*i et opérons de même : 
nous aurons, cette fois, 

pA. 


Il faut donc que l’on ait 

p 2 =i, 


à moins que les deux déterminants A, A' ne soient nuis. Mais alors 
on aurait 
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dX 

dcc 



cr 2 


ày 


da 


fi . 

dz 


en répétant un raisonnement analogue sur la variable p, il fau- 
drait joindre à ces deux équations les suivantes 


fi ■ fi 


dZ 


dcp dy dz 


En vertu de ces quatre dernières relations, les deux surfaces '(S) 
et (S) auraient leurs normales constamment parallèles, ce qui est 
absurde. 

On doit donc supposer 

p2==i; 

et, comme il est permis de changer le signe de tous les <j ou de 
tous les 6 , on fera 

P=— I. 

L’équation (24) deviendra donc 
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Il résulte de là que, si p. désigne une fonction auxiliaire, 6/ et a-/ 
satisfont à l’équation 


{‘iS) 


dd 


Ôdi 

ôd 


di'] 


pour î = 1 , 2, 3 . 

En opérant de même pour la variable [ 3 , on verra que les mêmes 
fonctions satisfont à l’équation analogue 


<26) 


, ddi 


ffi)- 


Différentiant l’équation (aS) par rapport à ^3 et tenant compte 
des relations (21), (22), (26), nous trouvons 

kidi= — 0“^-) -f- _{_ cr^.) 

OU 

(a - 0,= (k, - I) a, ; 

et, par suite, 

{27) A'— =0, Æi— =0. 

La différentiation 4 ? Léquation (26) par rapport à a nous 
conduirait de même aux relation^ 


(a8) 

La comparaison des équations ainsi obtenues, i 27) et (28), nous 
donne 

dp da ’ 


ce qui permet de poser, co étant une fonction auxiliaire, 


I dü> 

|jt = _ , 

ü> da 


^ w dp 


Il vient ensuite 


/ \ 7 I 

<29) /c = ^ T^> 

O) dadp 


d2 


^1 = ü> ■ 


a) 


da dp 


Le reste du calcul s’achève sans difficulté et nous fournit la 
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solution à laquelle nous avait conduit le problème de la défor- 
mation infiniment petite. 

889. En étudiant un cas particulier des congruences précé- 
dentes, nous avons rencontré (n® 763) une relation entre les 
courbures des deux nappes de la surface focale que nous allons 
maintenant généraliser. 

Si nous désignons par c, d’ les cosinus directeurs de la nor- 
male à (S), par R et R' les rayons de courbure principaux de cette 
surface, nous avons vu (n®® 870 et 873) que l’on a 

,'3o) = Ô2 = c'V:rRR>, eâ=c"î/:rRW. 

Si Ci , c",, Ri, R' désignent les mêmes grandeurs pour la sur- 
face (S), nous aurons de même 

(3i) Ci = Cj i/ — RiRj, (î2 == \l — Ri Rj , o'3=Civ/ RiRi. 

Les formules ( 23) nous donnent, p devant y être remplacé par i^ 
des relations telles que la suivante 

X - a? = V-RTRÎ {dc\ - ci c"), 

d'où l’on déduit pour le segment focal MP l’expression 

MP^= ^(X-a:)2= v/-^RRV-RiR', sin^V, 

V désignant l’angle des plans focaux. Elevant au carré, nous obte- 
nons la relation 

O2) MP^ = RR^RiR; sin^V 

comprenant comme cas particulier celle que nous avons obtenue 
au 763 (^ ). 


(M Dans des Notes présentées en 1894 à l’Académie des Sciences, M. A. 
Demoulin et M. E. Cosserat se sont occupés récemment de cette relation, si- 
gnalée en premier lien par Ribaucour dans son Étude des Élassoides, démontrée 
ensuite par M. Bianchi dans le Mémoire inséré au t. XVIII, 2® série, des Annali 
di Matematica pura ed applicata et intitulé : Sopra. alcune nuoçe classi di 
superficie e di sistemi tripli ortogonalL M. Demoulin l’a démontrée de nouveau 
par une méthode élégante et M. Cosserat a établi qu’elle constitue une pro- 
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890. Après avoir étudié la surface (S) passons à la surface (A), 
lieu du point (a, 6 , c), qui correspond à (S) avec orthogonalité 
des éléments linéaires. Il résulte immédiatement des formules ( 6 ) 
que le rayon vecteur de {K.) est parallèle à la normale de (S), 
et des formules ( 7 ) ayx'elle correspond à ( 84 ) avec parallélisme 
des plans tangents. 

Ces formules ( 7 ) expriment, en eflTet, que, sur les deux sur- 
faces (A) et (S^ ), les tangentes aux courbes de paramètre ^ et aux 
courbes de paramètre a sont constamment parallèles. De là ré- 
sulte la propriété annoncée et Ton voit de plus que les deux fa- 
milles de courbes de paramètres ol et ^ sont conjuguées à la 
fois sur les deux surfaces. Nous retrouvons la correspondance 
par plans tangents parallèles si souvent employée dans les Livres 
précédents [II, p. 234 et suiv.]. Ce qu’il importe de mettre en 
lumière, ce sont les caractères distinctifs du cas spécial que nous 
rencontrons ici. 

Nous pouvons faire d’abord la remarque suivante : les lignes de 
paramètres a et (3, qui correspondent sur (A) aux lignes asympto- 
tiques de (S), correspondent par cela même aux lignes asympto- 
tiques de (Sj et doivent former par suite, sur (A), un réseau con- 
jugué dont l’équation ponctuelle ait ses invariants égaux (n*^ 883). 
Ainsi, sur (A) et sur (Sj ), les deux systèmes conjugués formés 
des courbes de paramètres a et P, courbes dont les tangentes 
correspondantes sont parallèles^ ont leurs invariants ponctuels 
égaux. Au reste cette proposition se vérifie immédiatement à 
l’aide des formules ( 7 ); car si l’on élimine successivement a elXi 
entre les deux équations 


( 33 ) 


_ ^da Oxx ^ da 


priété caractéristique des congruences dont nous nous occupons ici. M. E. 
Waeisch Ta rattachée, avec d’autres propriétés, à la théorie que nous lui devons 
des invariants projectifs pour les congruences rectilignes. 

Voir A. Demoulin, Sur une propriété métrique commune à trois classes 
particulières de congruences rectilignes {Comptes rendus de V Académie des 
Sciences, t. CXVIII, p. 242). 

E. CossERAT, Sur des congruences rectilignes et sur le problème de Ribau- 
coMr (même tome, p. 335). 

E. Waelsch, Sur le premier invariant différentiel projectif des congruences 
rectilignes (même tome, p. 736). 
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on obtient, dans l’un et l’autre cas, une équation linéaire du se- 
cond ordre à invariants égaux. 

Exanûnons maintenant les propositions géométriques qui se 
rattachent à cette notion purement analytique de l’égalité des 
invariants. Et, pour cela, considérons d’abord les systèmes tels 
que le suivant 

dxi ^ àa da?i _ da 

^ da ’ dp 

qui convient à la correspondance la plus générale par plans tan- 
gents parallèles entre deux surfaces : (Si), lieu du point z^) 

et (A), lieu du point (a, i, c). Le système (33) s’en déduira en 
supposant 

X = — fJL. 

Parmi les cléments géométriques qu’il convient d’associer aux 
surfaces (A) et (Si), nous signalerons en premier lieu le suivant. 

Par les différents points de l’une des surfaces, de (Si) par 
exemple, menons des parallèles aux rayons vecteurs correspon- 
dants de (A). Ces droites engendrent une congruence (G). Nous 
savons déjà (n® 426) que les développables de cette congruence 
correspondent aux courbes du système conjugué commun. Au 
reste, on le vérifie immédiatement comme il suit. Les deux poin ts F, 
définis par les formules 

^<2, ( = X\ — [JLa, 

( 36 ) 

X Cj ( Zj — Sj — “ 

sont évidemment situés sur la droite de la congruence; et ils dé- 
crivent, le premier lorsque a varie seul, le second lorsque p 
varie seul, des courbes tangentes à cette droite. Ces deux points 
F, Fi sont donc les points focaux situés sur la droite de la con- 
gruence; et les développables de celte congruence correspondent 
aux courbes de paramètres a et p. De plus, si Mi désigne le pied 
^t)de la droite sur (Si), on a, d’après les formules précé- 
dentes, 

MiF _ X 

MiFi “ II’ 


I X = — 

Y — 
Z = Zi — 


, 37 ) 
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Par suite si, comme il arrive dans les formules (33), on a 
}, = — [A, le point sera le milieu du segment FF^ et la sur- 
face (Si) sera ce que nous avons appelé (n° 260) la surface 
moyenne de la congruence (G). 

On pourrait substituer à la congruence (G) la congruence (G^ i 
formée par les droites qui joignent les points correspondants 
de (A) et de (Si ). Le lecteur démontrera aisément que les points 
focaux de chaque droite de cette congruence divisent harmoni- 
quement le segment formé par ces points correspondants. Cettr 
proposition comprend même la précédente comme cas particulier : 
il suffit de supposer que la surface (A) grandisse indéfiniment en 
demeurant homothétique à elle-même. 

891. Revenons à la congruence (G). Si l’on remarque que le 
rayon vecteur de (A) est parallèle à la normale au point corres- 
pondant de (S), on voit que la congruence est susceptible d’une 
nouvelle définition : elle est engendrée par une parallèle à la nor- 
male en un point quelconque de (S), cette parallèle étant menée 
par le point correspondant de (Si). Les résultats précédent 
peuvent donc s’énoncer comme il suit : 

Si deux surfaces (S) et (Si) se correspondent ac'ec orthogo- 
nalité des éléments linéaires, la droite menée par un point de 
Viine (Si ), parallèlement à la normale au point correspondant 
de Vautre (S), engendre une congruence dont les déeeloppables 
correspondent aux lignes asymptotiques de (S) et dont la sur- 
face moyenne est la surface (Si ). 

En d’autres termes, la représentation sphérique des déve- 
loppables de la congruence est identique à celle des lignes 
asymptotiques de la surf ace {S) ; et^ par suite, les plans focaux 
relatifs à chaque droite de la congruence sont perpendiculaires 
aux tangentes asymptotiques de la surface (S), construites 
pour le point (S) qui correspond à celte droite de la con- 
gruence. 

C’est la proposition de Ribaucour, déjà démontrée par la Géo- 
métrie au n° 861. 

892. On voit que les développables de la congruence (G) inter- 
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ceptent sur la surface moyenne (S,) le réseau formé des courbes 
de paramètres a et p, c’est-à-dire un réseau conjugué. Proposons- 
nous. a\ec M. Cosserat ('), de définir toutes les congruences rec- 
tilignes jouissant de cette propriété. Cherchons même d’une ma- 
nière plus générale, avec M. Rœnigs, toutes les congruences dont 
les développables interceptent sur deux surfaces (S) et (T) des 
réseaux conjugués et qui sont telles en outre que les points focaux 
de chaque droite divisent harmoniquement le segment de cette 
droite compris entre les deux surfaces (S) et (T). 11 suffira en- 
suite de supposer que la surface (T) se réduit au pian de l’infini 
pour obtenir les congruences plus particulières que nous avons 
en \ue. 

Or, nousavons déjà considéré les congruences don lies dévelop- 
pables interceptent sur deux surfaces (S) et (T) un réseau conjugué 
et nous avons vu (n^^ 422) que, si Ton désigne par a et [ï les para- 
inèlres des développables, les coordonnées homogi'nies j-, t 
et a, 6, c, h des points M et P où la droite de la congruence 
coupe (S) et (T) peuvent être choisies de manière à satisfaire 
à des équations de la forme 


ns) 


dx ^ da 

> = O, 

(Î3. d% 

dy , db 

-4- A =0, 

0% £/a 

dz . de 
-7- —A— =0, 
fila dz. 

àt . dh 

— -4- A -- =0, 
doL à% 


(39) 


àx 


da 


dp dp ~ 
dy db 
dp ■'"’^dp 
àz de 
dp ^ dp 
dû àh 


Il est clair ici que les points focaux de la droite MP sont défi- 
nis par des équations telles que les suivantes 

x-^la = X, ^-4-p.a==Xi, 


et correspondent, le premier aux développables de paramètre 
le second à celles de paramètre a. Par conséquent, le rapport 


(*) Cosserat (E.), Sur les congruences de droites et sur la théorie des su?*- 
faces {Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, p. N.i; 1893). 
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anharmonique des deux points focaux et des points M et P sera 
égal au quotient de X par p.. Donc, pour que ce rapport soit égal à 
— I, il faudrait que l’on ait 

X — [JL. 

Dès lors, les équations ponctuelles relatwes aux systèmes con- 
jugués tracés sur (S) et sur (T) seront à invariants égaux, 
puisqu’on obtiendrait ces équations en éliminant, soit x^ soit a 
entre les deux suivantes 


( 40 ) 


dx ^ da 
da doL 


= 0 , 


dx . da 
âp ~ ^ dp “ 


La question que nous nous proposions est ainsi complètement 
résolue. 

Pour revenir au cas particulier où (T) se réduit au plan de l’in- 
fini, il faut faire 

/i = o; 


alors les deux dernières formules (38) et (Sg) donnent 

t = const. 


On peut prendre t = i] alors les équations (38) et (Sg), où Æ?, y, z 
deviennent les coordonnées ordinaires, et où l’on a p — X, repro- 
duisent le système ( 7 ). On obtient donc la proposition suivante 
due à M. Cosserat (^ ) : 

Les congruences dont les développables découpent sur la sur- 
face moyenne [S \) un réseau conjugué ont même représentation 
sphérique de leurs développables que les lignes asymptotiques 
d^ une autre surface (S) qui correspond à la surface moyenne 
avec orthogonalité des éléments linéaires* 


893. On peut, sans avoir recours à une congruence auxiliaire, 
indiquer d’autres propriétés caractéristiques du système (33). 
Désignons par M| et par A deux points correspondants sur les 


(*) Pour la généralisation que nous en avons donnée, on pourra consulter une 
Note de M. Koenios*: Sur les systèmes conjugués à invariants égaux {Comptes 
rendus de V Académie des Sciences, t. CXtlI, p. 1022; 1891). 
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surfaces (S^ et (A). Soient {fig. 82) t, M^ u les tangentes aux 
courbes de paramètres a et P sur (S^); h.ié les tangentes aux 
courbes correspondantes de (A), tangentes nécessairement paral- 
lèles aux premières. A une direction arbitraire h de la première 
surface correspondra non plus la direction parallèle Kk’ de la se- 


Fig. 82. 



conde, mais la conjuguée harmonique AA' de cette direction par 
rapport aux deux tangentes Ai', Ai/; de sorte que, à deux direc- 
tions A, M^A, divisant harmoniquement Fangle des tangentes 
Mil/, correspondent, mais en sens inverse, deux directions 
parallèles delà seconde surface. 

Analytiquement, cette propriété correspond à la transforma- 
tion suivante que l’on peut faire subir au système (7). Écrivons-le 
comme il suit 


dxi 

■ 

f da 


d% 


TiX — — 

^ da 


dxi 


f da 

da\ 

dOL 


m -r- 
\ da 



En prenant comme nouvelles variables les paramètres des deux 
familles de courbes définies par la double équation différentielle 

nda.z=±:m 


on lui donnera la forme 
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dont riaterprétation géométrique fournit la proposition déjà ob- 
tenue. 

894. Cette proposition comprend comme cas particulier la sui- 
vante : 

Les lignes asymptotiques de Vune quelconque des surfaces 
(A) et (Si) correspondent à un système conjugué tracé sur 
Vautre surface, 

que l’on peut vérifier comme il suit. Écrivons l’équation différen- 
tielle des lignes asymptotiques. Si Ton pose, pour abréger, 


àa 

da 

\ 

Tv/r 

da 

d^a 



^ 1’ 

M = — 
dx 




et, si l’on tient compte du système ( 7 ), on trouvera que les lignes 
asymptotiques de (A) sont définies par l’équation différentielle 

(43) L M o, 

et celles de (Si) par la suivante 

(44 ) L — M dp' = O, 

et de ce résultat analytique découle la proposition annoncée. En 
effet, sur une surface quelconque où les coordonnées d’un point 
seraient des fonctions de a et de p, les équations (43) et ( 44 ) dé- 
finissent deux réseaux de courbes telles que les tangentes aux 
courbes du premier divisent harmoniquement l’angle des tangentes 
aux courbes du second. Nous rencontrerons souvent cette relation 
dans la suite de ce Chapitre et nous dirons qu’a/or^ les réseaux 
se divisent harmoniquement. Par exemple, un réseau conjugué 
divise harmoniquement le réseau des asymptotiques e.\.vice versa. 
Si les équations précédentes sont privées du terme en da.d^, c’est 
que les asymptotiques divisent harmoniquement le réseau con- 
jugué formé des courbes de paramètres a et p. 

D’après cela, considérons les trois réseaux définis par les équa- 


lions 


(I) 

Ô 

II 

CCL. 

(H) 

L&2— Mrfp»=o, 

(III) 

Lcfa2-T-MÉ?p2= 0 . 


D. - IV. 5 
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Sur chaque surface ces trois réseaux se divisent harmonique- 
ment. Sur la surface (S) le premier est formé des lignes asympto- 
tiques, les deux autres sont conjugués. Sur la surface (S,) le sys- 
tème il donne les lignes asymptotiques; I et III définissent des 
réseaux conjugués. Enfin, sur la surface (A) les systèmes I et II 
sont conjugués, le système III est composé des lignes asympto- 
tiques. 

893. Pour obtenir des résultats plus complets encore,' nous 
sommes conduit à adjoindre aux quatre surfaces (S), (S,), (S), 
(A) deux nouvelles surfaces (S,) et (A,) qu’on définira de la ma- 
nière suivante. 

La relation entre (S) et (S,) étant parfaitement réciproque, on 
peut faire correspondre au système (5) le suivant 

dxi =: Cidy — bi dz, 
dyi = ai dz — Ci dx^ 
dzi ^ b^dx-- ai dy^ 

que Ton en déduira par réchange de en œ^y^ s. D’après 

cela, si l’on introduit, comme au n° 885, les nouvelles variables 
définies par les formules 

i Xi — Xi — Ciy-{-biZ, 

( 46 ) I Yi-yt—aiz-^cix, 

( Zi~^i — ^ia 7 -{-aijr, 

Xi, Yi, Z| seront les coordonnées d’un point Pi décrivant une 
surface (S^) dont la relation à (Si) sera la même que celle de (S) 
k (S). C’est-à-dire que (S^) et (Si) seront les deux surfaces fo- 
cales de la congruence engendrée par la droite qui joint leurs 
points correspondants; à tout système conjugué tracé sur (S<) 
correspondra un système conjugué sur (Si); et, de plus, les équa- 
tions ( 46 ) nous donneront par la différentiation les suivantes 

I dXi = Z dbi — y dc^^ 

<Pii = X dcx — Z dax, 
dZx = y dax — x dbx^ 

d’où l’on déduit 

(4s ) dXi û?ai -h (iYi c/61 û?Zi c^Ci = O. 
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Ainsi la surface (Si ) correspond à la surface ( ) avec ortho- 
gonalité des éléments linéaires. Remarquons que, si Ton échange 
(S) et (S^), il faut, pour conserver les relations géométriques, 
échanger (S) et (S^), (A) et (A^). 


896. Mais les surfaces (A) et (A^) sont liées par une relation 
géométrique des plus remarquables. Elles sont polaires réci- 
proques V une de l^ autre par rapport à la sphère de rayon 
y' — I ayant pour centre V origine des coordonnées , 

Si l’on porte, en effet, les valeurs de dz,^ tirées des 

formules (45) dans les équations (5) en tenant compte de la re- 
lation évidente 

a dx h dy -h c r/c = o, 

il vient 


(i9) 


aa^ -^hbi-r- cc\ h- i = 0. 


D’autre part, si, dans la relation 

ai dxi bi dfi Cl dzi — o, 


on remplace les dérivées de ^ 4 , ^* 4 , z^ par leurs valeurs déduites 
du système ( 7 ), il vient 


àa J àh ôc 

^ — h 61 -T — }- Cl = o, 

âcc " âa ù% 


da ùb 

^ ?p 


àc 


= 0, 


d’où l’on déduit 


(5o) aida-T-bidb Cidc = 0 . 

Cette relation différentielle, rapprochée de réquatioii (49 
achève de démontrer la proposition que nous avons énoncée. Re- 
marquons d’ailleurs que, les deux surfaces (A) et (A^) étant po- 
laires réciproques l’une de l’autre, il y a correspondance entre 
leurs lignes asymptotiques et leurs réseaux conjugués. 

La relation entre les surfaces (A) et (Ai) se déduit encore très 
simplement des remarques suivantes. 

En vertu de la relation d’orthogonalité 

dx dxi 4 - dy dyi -h dz dzi = o, 

il existe une droite (D) dont les coordonnées (n® 139) sont 
dxi^ dyi^ dzu — dx, — dy, — dz, 
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et les formules ( 5 ) expriment que cette droite passe par le 
point (a, è, c). Cette droite, ayant ses cosinus directeurs propor- 
tionnels à dju, dZi, est nécessairement tangente à la sur- 
face (A) décrite par le point {a, b, c). 

Pour le même motif, la droite (Di ) dont les coordonnées sont 

dx, dy, dz, — dxi^ — dyi^ — dzi, 

est tangente à la surface (A^) lieu du point (a^, è^, c^). Et, comme 
les deux droites (D), (D^) sont polaires réciproques par rapport à 
la sphère de rayon i admettant pour centre Forigine des coor- 
données, il doit en être de même des surfaces (A) et (Ai). 

897 . Nous avons déjà six surfaces (S), (Si), (S), (Si), (A), (Ai). 
Mais nous pouvons continuer Tapplication de notre méthode de 
déduction et nous allons obtenir six nouvelles surfaces. 

La relation différentielle (i3) peut être remplacée par le sys- 
tème (12); mais elle peut l’être aussi par le suivant 

{ da = ZzdY -^YzdZ, 

( 5i) ) db =^XzdZ — Z3 dX, 

( dc==YzdX^XzdY, 

où X3, Y3, Z3 désignent des fonctions auxiliaires, et qui est nou- 
veau, Opérant comme au n° 885 , on introduira les fonctions 

/ ^3= Ci — Z3Y -f- Y3Z, 

( 52 ) \ b — X3Z -i- Z3X, 

( C3 =c~Y3 X-hX3 Y, 

qui conduisent à la nouvelle relation 

( 53) dctz c?X3-i- dbz dcz dZz ~ o, 

tout à fait semblable à celles, (i 3 ) et (48), qui ont été déjà déduites 
de la relation fondamentale ( 3 ). Mais ici il se présente une cir- 
constance nouvelle : on peut obtenir algébriquement les valeurs 
de X3, Yz-, Z3 et, par suite, celles de «3, 63, C3. 

On déduit, en effet, du système (5i), la relation 

(,54) X3 dci -4- Y3 db -)- Z3 de = O, 

et, si on la compare à l’équation ( 5 o), on voit que X3, Y3, Z3 sont 
proportionnels à 04, 
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D’autre part, de même que la comparaison des systèmes ( 5 ) 
€t (45) nous avait montré que (A), (A,) sont polaires réciproques, 
de même la comparaison des systèmes tout semblables (12) et ( 5 1) 
nous montre que la surface (S3) lieu du point (X3, Y3, Z3) et la 
surface (S<) sont aussi polaires réciproques. On a donc 

(55) XaiPj 4 - Ysyi -h- -h I = O ; 

et, comme X3, Y3, Z3 sont proportionnels à <2^ , ôi , Ci, on a 



1 


I 

i?! Xi -n Yi "T” 


Portant ces valeurs dans les formules ( 52 ), on trouve 


(37) 



C3 T __ I 

Zj €L\X\-\- }}\y \-T~ Xj -T” Yj — T" Zj 


On a donc deux nouvelles surfaces, (S3), déjà définie, et (A3), 
lieu du point {az^b^^ C3), qui se correspondent encore avec ortho- 
gonalité des éléments linéaires, en vertu de la formule ( 53 ). 

Les formules analogues 


<58) 

X2 

Ys 

Z2 

1 

T 

a 

~ b ~ 

c 

~ ax-\'by~~cz 

■“ aX-r-èY-+- cZ’ 

(59) 


b% 

Cg 

I 

1 

Y 

"" Y “ 

Z 

” ax 4- by 4- cz 

“ aX 4 - 6 Y 4 -cZ 


définiront de même deux nouvelles surfaces (Ao) et (So)? donnant 
naissance aux systèmes 

/ dcti = Zo d^ I — Yo ddL\>) I d(x<^ = Zi d^Ya — Yj 

(60) ^ dhi — '^^dZi — Z2<5?Xi, (61) I ^^>2 = ^^2 — Zi ûîXa, 

( = Yo^^Xi-Xo^^Yi, ( Jc2= Yi^Xo-Xi^Ya, 

^ — Zâ Yi -H Y2 Zi, 

(62) ‘ Ô2=^i — XaZiH-ZoXi, 

( C2 =Ci~Y2 XiH-X2Yi 

et à la nouvelle relation 


63 } dcbti ^^Xa 4 - dh^ dYa 4~ dc^ d^% — o. 

On peut continuer encore et remplacer cette relation par le 
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s\ sterne 

dX^y = 53 db^ —yz dc^, 

(PL^ = Xz dc^ — 53 dcù^^ 
dTi^ = y^ dd^ — Xz db % , 

qui conduit à introduire les nouvelles variables 

/ X-y — X2 62^3 -4- ^2^3? 

,^05 ^ J 72= Y2— C2^3 -^-^2'S3, 

[ ;;2 = Z 2 — dfiyz'^h^Xz’i 

et donne deux nouvelles surfaces, (Sa), lieu du point (z^a, 72? '^2)7 
et (S3), lieu du point (.Ta, 73, JS3)- La différentiation donne encore 

i dx^^ — C2 dyz — ^2 dzz^ 
dy<i— «2 dzz — C 2 dxz^ 
dz^ = b^ dxz ^^2 dy Z » 

et, de là, on déduit la nouvelle relation 
{ G; i dx 2 dxz 4- dy^ dyz 4- dz^ dzz = 0 . 

Mais ici il faut s'arrêter. Le cycle est fermé. Si l’on calcule, par 
un procédé analogue à ceux qui ont été employés, les valeurs de 
•ï^2î72j-2,^3î J3j on a 

/68) £H = :21 = f! = ^= Z5=:fl=: I • 

^ a:i 7 i 5 i a? J 5 ^-1' 

de sorte que ces équations ne changent pas si l’on échange les 
indices 2 et 3, o et i. Par suite, si l’on voulait continuer l’appli- 
cation de notre méthode à la relation (53), on retrouverait les 
deux surfaces (So) et (S3), 

On vérifiera aisément les relations 

I dxz — Cz dy^ — bz dz^, 
dyz = az dz^ — Cz dx^, 
dzz = bz dx‘3 > — az dy<^^ 

toutes pareilles au système (66). 

Ainsi se trouve constitué l’ensemble des douze surfaces 

(S), (S.), (2), (A), fSi), (Aj), (Ss), (A3), (2j), (As), (Sj), (S3), 

que nous avions annoncé. On peut les grouper comme il suit : 
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Couples de surfaces qui se correspondent point par point. 


® avec orthogonalité 

• 2 ” par plans 



4° comme focales 

des 

tang 

ents 

3® par polaires 

d’une 

même 

éléments linéaires. 

parallèles. 

réciproques. 

congruence rectiligne. 

(S), 

(S,); 

(A), 

(Si); 

( A ), 

(Al): 

(S), 

(S): 

(Al, 

(S); 

(Al), 

(S); 

(,Si 1, 

< S3) : 

( Si ,1, 

(Si); 

(Ai ). 

(Sx): 

(S). 

(Sa): 

(S), 

( So) : 

(A), 

< A3 ) ; 

(As ), 

(Sj); 

( 2] ), 

1S3): 

(Si). 

^ S3 ) : 

i Al ), 

1 Ao j ; 

(As), 

(231: 

(Sî 1, 

( A3 ) : 

(Sj). 

(2); 

< ^3 ), 

S3 j ; 

(Ss), 

(Sa); 

(Sa), 

(Aî); 

(As), 

(A3); 




Ce Tableau condtiit à un grand nombre de conséquences. Nous 
allons le compléter par le suivant. 

Les trois réseaux que nous avons désignés par les n®® I, II, IIL 
qui sont harmoniques et qui sont formés respectivement des 
lignes asymptotiques de (S), de(Si) et de (A), se retrouvent sur les 
douze surfaces. Nous avons vu que le système III correspond à un 
réseau conjugué sur (S) et sur (Si). D’après le Tableau précédent, 
il correspondra encore à un réseau conjugué sur les polaires réci- 
proques (So), (23) de ces surfaces aussi bien que sur(S),(S4) qui 
leur correspondent comme focales d’une même congruence recti- 
ligne. Considérons en particulier (Hj, (S3) ou (S2) qui se 
correspondent par plans tangents parallèles. Nous avons vu 
(n° 890 ) que les réseaux conjugués communs correspondenl aune 
équation ponctuelle dont les invariants sont égaux. D’après cela, 
le système ITI, qui correspond sur (S2), (S3) à des réseaux con- 
jugués ayant leurs Invariants ponctuels égaux, donnera nécessai- 
rement, sur les polaires réciproques, des réseaux conjugués dont 
l’équation tangentielle aura ses invariants égaux. Ainsi : 

Lorsque deux surfaces se correspondent avec orthogonalité 
des éléments linéaires, nous avons vu que les lignes asympto- 
tiques de chacune correspondent sur V autre à un réseau con- 
jugué dont les invariants ponctuels sont égaux. Nous recon- 
naissons de plus que le système conjugué commun aux 
deux surfaces a ses invariants tangentiels égaux et que Les 
trois réseaux sont en relation harmonique. 

D’après cela, les systèmes I, II, III correspondent, sur chacune 
de nos douze surfaces, au réseau des asymptotiques, à un réseau 
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conjugué ajant ses invariants ponctuels égaux, à un réseau con- 
jugué ayant ses invariants tangentiels égaux, d’après la loi indiquée 
dans le Tableau suivant : 


i 

i 


LE SYSTÈME 


1 

! 

I 

II 

III 



EST 


1 Réseau des asympto- 




tiques pour 

Réseau conjugué à in- 
variants ponctuels 

fS), (S), (SJ, (SJ 

(S,), (SJ, (SJ, (S,) 

(A.), (AJ, (AJ, (A,) 

égaux pour 

Réseau conjugué à in- 
variants tangentiels 

(SJ, (A), (SJ, (.A,) 

i 

(S), (A.), (SJ, (AJ 

(S). (S.), (SJ, (SJ 

égaux pour 

(SJ, (SJ, (AJ, (AJ 

(S), (SJ, (A), (AJ 

(S), (SJ, (SJ, (SJ 


On voit que la théorie des systèmes conjugués à invariants 
égaux se confond avec celle de la déformation infiniment petite. 
Nous nous contenterons d’indiquer ici la conséquence suivante des 
théorèmes que nous venons de démontrer : 

Lorsque^ sur une surface, un réseau conjugué a ses inva- 
riants ponctuels (ou tangentiels) égaux, le réseau conjugué qui 
lui est harmonique a ses invariants tangentiels (ou ponctuels) 
égaux. 

Et nous réserverons les développements géométriques pour le 
Chapitre suivant. 
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CHAPITRE IV. 


TRANSFORMATIONS DIVERSES. INVERSION COMPOSÉE. 

Les six couples de surfaces qui se correspondent avec orthogonalité des éléments 
linéaires. — Théorème et construction de Ribaucour. — Quand on sait résoudre 
le problème de la déformation infiniment petite pour une surface donnée, on 
sait résoudre ce même problème pour toutes les surfaces homograpliiques et 
corrélatives. — Démonstration de ce théorème général pour les homographies 
qui conservent le plan de l’infini; pour la transformation par polaires réci- 

CC‘^ — f- 'K® 

proques relative au paraboloide défini par l’équation z — — — — Ces deux 

cas particuliers entraînent le théorème général. — Définition de Vin^ersion com- 
posée : sa propriété fondamentale. — Quand on sait résoudre le problème de la 
déformation pour une surface (S), on sait aussi le résoudre pour toutes celles 
qui en dérivent par l’inversion composée. — L'inversion composée rattachée 
aux notions relatives aux formes quadratiques dont les coefficients sont con- 
stants. 


898. D’après les résultats que nous avons établis au Chapitre 
précédent, on voit que, si l’on connaît deux surfaces (S), (Si) 
qui se correspondent point par point avec orthogonalité des élé- 
ments linéaires, on pourra en déduire, par de simples opérations 
algébriques, cinq autres couples qui seront formés de surfaces se 
correspondant l’une à l’autre de la même manière que les deux 
premières. 

Si nous rangeons ces couples dans l’ordre suivant 

(S), (Si); (S), (A); (S3),(A3); 

(S3),(S2); (A,), (Sa); (Al), (Si); (S), (Si), 

on reconnaît que chacun d’eux se déduit de celui qui précède 
toujours par la même opération, celle qui nous a permis, étant 
donné le couple (S), (S^), d’en déduire le suivant (S), (A). Il 
semble, à la vérité, que, la relation entre deux couples consécutifs 
étant parfaitement réciproque, cette opération, appliquée sans 
modification à chaque couple, devrait redonner le précédent; mais, 
comme elle dépend de l’ordre des surfaces qui composent le 
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couple, il suffit de changer cet ordre pour obtenir le couple qui 
.suit. 

On peut interpréter géométriquement les formules que nous 
avons données et qui permettent de passer de chaque couple au 
suivant. Mais la construction à laquelle on est ainsi conduit prend 
un énoncé plus simple, si l’on substitue aux couples de surfaces 
qui se correspondent avec orthogonalité des éléments linéaires les 
couples, formés de surfaces applicables, qu’on peut leur associer 
d’après la méthode du n“ 8o4. Pour cela, portons à partir de 
chaque point M de la surface (S) {fig. 83), et sur la directrice de 

Fig. 83. 



la déformation relative à ce point, c’est-à-dire sur la parallèle an 
rayon vecteur correspondant de (S^), des longueurs Ma, Ma', 
égales et de sens contraires, proportionnelles au module de la 
déformation, c’est-à-dire égales au rayon vecteur de (S|) mul- 
tiplié par la constante /r, les deux surfaces (U), (U'), lieux des 
points a et o! seront applicables l’une sur l’autre. Opérons de 
meme pour la surface (S), au point P qui correspond à M; c’est- 
à-dire prenons, sur la droite parallèle au rayon vecteur corres- 
pondant de (A), des segments égaux Pè, P 6' dont la longueur 
commune soit égale à ce rayon vecteur multiplié par la constan te A*' : 
nous obtiendrons un nouveau couple (V), (V') formé des sur- 
faces lieux des points h et U qui seront, elles aussi, applicables 
l’une sur l’autre. D’après les propriétés démontrées au n*’ 8861e 
plan perpendiculaire sur le milieu de aa' sera tangent en P à (S) et 
le plan perpendiculaire sur le milieu de bV sera tangent en M 
à (S); la droite MP, tangente commune à (S) et à (2), sera per- 
pendiculaire à la fois à ao! et à bV . Remarquons d’ailleurs que, si V 
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désigne l’angle des plans tangents en M et en P aux surfaces (S) 
et (2), on a, d’après les équations (i î) du n*^ 883, 

(i) Ma Pè sinV = MP, 

h étant une constante égale au produit de k et de 

Nous pouvons, d’après cela, énoncer la proposition suivante : 

Lorsqu^ on connaît un couple de surfaces (U), (ü^) applica- 
bles Vune sur Vautre, on peut en déduire un couple nouveau 
par la construction suivante : Le plan perpendiculaire sur le 
milieu M de la droite aa' qui joint les points correspondants 
a, a! des deux surf aces enveloppe une surface (2) qiVil touche 
en un certain point P; et la droite MP, nécessairement tan- 
gente en P à la surface (2), est aussi tangente en M à la sur- 
face (S) lieu du point M. Si, sur la parallèle menée par le 
point V à la normale de (jè) en M, on porte de part et diantre 
deux segments égaux Pô, Pô' dont la longueur commune soit 
définie par la relation (t), les deux surfaces (V), (V'), lieux 
des points b et ô', sont aussi applicables Vune sur Vautre {'). 

La relation établie par cette proposition entre les deux couples 
(Uj, (U') et (V), (V') est parfaitement réciproque, de telle ma- 
nière que la construction indiquée, appliquée au couple (V), 
(V'), redonnerait le couple primitif. Pour obtenir tous ceux que 
nous ont fournis les méthodes du Chapitre précédent, il faudra 
continuer à appliquer la même construction, mais en remplaçant 
l’une des surfaces (V), (V') par sa symétrique relative à l’origine 
des coordonnées. 

899. Nous reviendrons plus loin sur les couples de surfaces 
applicables, qui méritent une étude spéciale. Nous bornant, pour 
le moment, aux surfaces qui se correspondent avec orthogonalité 


(*) Cette élégante proposition se trouve déjà énoncée, bien que d’une maniéré 
incomplète, dans la première Communication de Ribaucour, relative au sujet 
qui nous occupe : Sur la théorie de V application des surfaces les unes sur les 
autres {Bulletin de la Société Philomathique, i 3 novembre 1869); Ribaucour l’a 
rappelée sans la démontrer, mais en donnant son énoncé tout à fait complet, dans 
son Étude des Élassoides. 



LIVRE VIII. — CHAPITRE IV. 

des éléments linéaires, nous allons étudier les cinq couples que 
les méthodes du Chapitre précédent font dériver du couple pri- 
mitif (S), (Si ). 

Parmi ces cinq couples, Fun d’eux mérite une attention parti- 
culière : c’est celui qui est formé des surfaces (S 2 ) et (Ag). En 
effet, la surface (Sa) ne dépend en aucune manière de (Si), 
puisqu’elle est simplement la polaire réciproque de (S) par rap- 
port à la sphère de rayon i qui a Forigine pour centre. Par suite, 
on déduira de toutes les surfaces (Si ) qui correspondent aux 
différentes déformations infiniment petites de (S) toutes les 
surfaces {k^) qui définissent de même les déf or mations infi-- 
niment petites rfe (So)» Ainsi 

Quand on sait résoudre le problème de la déformation in- 
finiment petite pour une surface donnée, on sait résoudre ce 
meme problème pour sa polaire réciproque relative à une 
sphère, 

900. Cette proposition n’est qu’un cas particulier de la suivante 
que nous allons établir dans toute sa généralité : 

Quand on sait résoudre le problème de la déformation in- 
finiment petite pour une surface donnée, on sait résoudre ce 
même problème pour toutes les surfaces nouvelles qui en déri- 
vent par Vhomographie ou la corrélation les plus générales. 

En effet, commençons par considérer les transformations homo- 
graphiques qui conservent le plan de FinGni et qui sont définies 
par des formules telles que les suivantes : 

l O'' = a.v -h àj' -h cz -h A, 

I y — aicc ^ biy -h Ciz -h hi, 
f ^ ~ a> X — i— b^y —H C 2 Z —h Ao 

il est clair que, si Fon définit z\ en fonction de , yi , 

par les relations 

1 ^1 = Cl^z\ -h A*, 

Xi = b x\-Jr biy\ -h bi s'i + j5:i, 

Zi = cx[ + Cij/j -h dz'i + ki, 
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on aura identiquement 

f 4 ) dx dxi -h dy dyx 4- dJ5 dz^ = dœ^ dx\ -i- df dy\ 4- ds^ dz\ . 

Par suite, à toute solution de l’équation 
(f, ) dx dxx 4- dy dyi 4- dz dz^ — o, 

les formules ( 2 ) et (3) feront correspondre une solution de l’équa- 
tion 

( 6 ) dx' dx\ 4 - dy' dy'^ 4 - dz' dz\ = o , 

et vice versa. C’est la démonstration du théorème que nous avons 
en vue pour le cas spécial où Von soumet la s lu' face (S) d 
toute transforrkation homographique qui conserve le plan de 
Vinfini, 


901. Considérons maintenant le système 

1 dz=- P dx q dy^ 
dyx — —rxdx--qdzu 
dxx— ridy — pdzu 

déjà donné au n° 867, et qui remplace l’équation à vérifier ( 0)5 
P q J désignent, nous l’avons vu, les dérivées de z considérée 
comme fonction de æ et de y. Employons la transformation déjà 
mise en usage au n^ 885, et introduisons les nouvelles variables 

I u= px qy — Z, 

(;=— yx —rxx — qzx, 
w^z-rxy-^pzx-^xx. 


La différentiation nous donnera, en tenant compte des rela- 
tions (7), 

I du = X dp y dq^ 
dv = — X drx — Zxdq^ 
dw=^ — y drx-\- zxdp, 

et de là on déduit 


(10) dudrx-\- d\? dp -hdw dq o. 

C’est dire que la surface lieu du point (/?, u) et la surface lieu 
du point (p, cv, r^) se correspondent avec orthogonalité des élé- 
ments linéaires. 
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Or. p, q- U sont les coordonnées du pôle du plan tangent à la 
surface ' S ) relativement au paraboloïde défini par l’équation 

.... 

Donc, quand on sait résoudre le problème de La déformation 
infiniment petite pour une surface (S), on sait aussi résoudre 
le meme problème pour la polaire réciproque de (S) relative- 
ment au paraboloïde défini par V équation (i i). 

Ce cas particulier, ajouté à celui que nous avons déjà étudié 
dans le numéro précédent, nous suffit pour établir le théorème 
général que nous avons en vue; car il est aisé de reconnaître que 
toute transformation homographique et tonte transformation corré- 
lative s’obtiennent par l’emploi répété des deux transformations 
particulières que nous avons considérées. 

Ainsi, a toute solution du problème des éléments rectangu- 
laires ou de la déformation infiniment petite obtenue pour 
une surface (S), on peut faire correspondre, par voie algé- 
brique, une solution pour les surfaces qui dérivent de {S) à 
Vaide de la transformation homographique ou corrélative la 
plus générale. 

ü est intéressant de voir ainsi s’introduire les propriétés pro- 
jectives dans le problème delà déformation infiniment petite, alors 
que le problème de la déformation finie paraît dépendre avant 
tout des relations métriques. 


902. Au reste si, pour arriver à la transformation homogra- 
phique la plus générale, on ne veut pas employer l’intermédiaire 
d’une transformation par polaires réciproques, on pourra joindre 
à l’homographie que nous avons étudiée en premier lieu celle qui 
est définie par les formules suivantes : 


( 12 ) 



On verra facilement que, si l’on pose 


03 ) 




yi = 


Zi, 

Z 


œxi -H H- zz^ 
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>n aura la relation 

1 4 ) dx' dx\ “H dy' dy\ -f- dz' dz\ ~ ~y^dx dx^ dy dy^ dz dzi ) , 

jiii établit encore, pour ce cas spécial, la proposition que nous 
ivons en vue. La transformation définie par les formules (la) et 
i3) est un cas limite de celle que nous allons étudier, ainsi que 
lOLis le montrerons au n*^ 908 . Mais c'est un résultat bien connu 
p’en combinant les homographies définies par les deux systèmes 

a) et (a) on arrivera à Phomographie la plus générale. 

903 . Si Ton étudie attentivement le second Tableau donné plus 
laiit [p. 7a] on y verra que toujours une surface déterminée y est 
iccompagnée d’une même surface. Ainsi, dans chacune des places 
3Ù se trouve (S) on rencontre (S2); de sorte que les trois réseaux 
le courbes désignés respectivement par les chiffres romains I, Il 
3t III jouent le même rôle sur (S) et sur (So). Par exemple, comme 
les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux surfaces, on 
v^oit qu’à tout réseau conjugué tracé sur (S) correspond un réseau 
conjugué tracé surfSo). La relation est de même nature entre 
(Si) et (S3). Étudions la transformation par laquelle on déduit 
directement (So), (S3) de (S) et de (Si). 

Elle est définie par les formules 

<i5 ) ^ — Zl -^£2 — ^ — Zi — — ^ . 

xi^ yx~~ zi~ X " y ~ Z ~ xxi yyi-\- zz^' 

elle est donc purement ponctuelle ; c’est-à-dire qu’elle fait cor- 
respondre aux deux points M(^, jy, (Æ’^, ji'i, de (S) et 

de (Si ) deux points M2(^2j yni ^2)’» ^3(^3, yg, de (S2) et de 
(S3) dont les coordonnées dépendent seulement de celles de M et 
de M^ . Mais elle offre un antre caractère sur lequel il importe 
d’insister : les coordonnées de Mg dépendent, à la fois, de celles 
de M et de celles deMi ; de sorte que la transformation s’applique, 
non à des points isolés, mais à des couples de points. On peut 
bien faire correspondre M2 à M et Mg à Mi, mais M2 variera si Mj 
varie, alors même que M resterait fixe. 

Comme la transformation se réduit à l’inversion ordinaire, 
quand les deux points M et coïncident, nous lui donnerons le 
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nom immersion composée. Pour l’étudier, nous écrirons les for- 
mules précédentes sous la forme un peu plus générale 

x' ___ __ ^ = "îi = — , 


qui fait correspondre aux points M, M^ des points {x^y’^d)^ 
{x\^y\^ 5^), désignés maintenant par M', M^. 

Des formules précédentes on déduit la suivante 


(17) 


x’x\-+-yy\^dz^-. 


k'* 


xxi^yyi- 


d’ou il résulte immédiatement que la transformation est imolu- 
tU'e. Si au couple M, correspond le couple M', M' , récipro- 
quement à JP, M'^ correspondront M, . 

C’est ce qui résulte aussi de la construction géométrique sui- 
vante des points M', M'^. Soit O l’origine des coordonnées que 
nous appellerons aussi, par analogie, le pôle de Vinoersioîi^ P la 
projection de sur OM, P^ la projection de M sur OMi. Le 
point M' sera sur le rayon OM< à une distance du point O définie 
par la relation 

(18) OM'.OPi=A'2 

et, de même, le point Mj sera sur OM à une distance définie par 
la relation 

(19) 0M;0P = A'2. 


En d’autres termes, sera le pôle, par rapport à la sphère de 
rayon kj du plan mené par le point M perpendiculairement au 
rayon vecteur OM^ et de même M' sera le pôle du plan mené par 
Ml perpendiculairement au rayon vecteur OM. 

Voici maintenant quelle est la propriété fondamentale de la 
transformation. Associons au couple M, Mi un second couple 
N, Ni auquel correspondront les deux points N', N'^ ; on aura la 
relation géométrique 

(20) \ ^ cos(M' 1 S', M'iN'i ) = Ml Ni)^ __ 

ÜM ÜN ÔMl OÎTi cos MOM^ cos 


Si l’on désigne, en 


effet, 


par Ç; V, C'i 
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coordonnées des points N, Np N', N', cette relation 
géométrique se traduit par l’égalité 

/ - r )(‘^i - ) - (y- v)(>i - r/, ) + - si ) 


dont la vérification se fait presque immédiatement. Il suit de là 
que, si les deux segments MM^, NNi sont tels que MN soit per- 
pendiculaire à il en sera de même pour les segments trans- 

formés. 

Si Ton suppose que le segment NNj soit infiniment voisin de 
MMi , en posant ^ = dx, . . . , ^, = + dx^, . . . , l’égalité 

précédente nous donnera 


(22) 


J dx' dx\ -h df dy \ -h dz' dz\ 

I = 7 — ; ^(dx dxi H- dy dvi H- dz asi ), 


et l’on reconnaît ainsi que l’inversion composée conserve toute 
coi'respondance entre deux surfaces qui a lieu avec orthogonalité 
des éléments linéaires infiniment petits. 


90-4. Les résultats que nous avons établis relativement aux 
douze surfaces nous révèlent encore une propriété remarquable de 
l’inversion composée. D’après la troisième colonne du Tableau de 
la page 7 1 on voit que la surface (S 2 ) est la polaire réciproque de 
la suif ace (S). Or nous avons établi (n® 886 ) que l’on saura ré- 
soudre par des quadratures le problème de la déformation infini- 
ment petite pour (S) dès qu’on saura résoudre ce problème pour 
(S); (S 2 ) étant la polaire réciproque de (S), on peut donc énoncer 
la proposition suivante : 

Dès qidon sait résoudre le problème de la déformation in- 
finiment petite pour une suif ace (S)^ on sait aussi le résoudre 
par de simples quadratures pour la surface (S 2 ) qui en dé- 
rive si on applique V inversion composée au couple formé de (S) 
et de toute surface (S^) qui lui correspond a^ec orthogonalité 
des éléments linéaires infiniment petits, 

90o. Revenant à l’ensemble de nos douze surfaces, nous voyons 
D. - IV. 6 
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qu’il résulte des propositions précédentes que Ton saura résoudre 
le problème de la déformation infiniment petite pour les quatre 
surfaces (S), (S), (Sa).- (S^), les lignes asymptotiques soni 
formées par le réseau I, dès qu’on saura le résoudre pour l’am 
d’elles. La première de ces surfaces est définie par les formules 
(i), [p. 49], où 9 (, 9 a, 93 sont trois solutions particulières d( 
l’équation (2) [p. 49]. Pour obtenir la seconde (S), il faudrait 
nous l’avons vu au n° 886 , remplacer 9 ,, 92 , 93 respectivemen 
Tjar— , — , —) et l’équation à invariants égaux correspondant i 
cette surface admettrait la solution -• Un calcul facile montrer; 

de même que, pour obtenir la polaire réciproque (Sa) de (S), i 
faudrait remplacer 9 ,, 92, 93 par 


et l’équation correspondante admettra la solution 


(24.) 


PTTi-hXXl ■+■ 

QlCP -h *4-635 


Enfin, pour la surface (S2), les nouvelles valeurs de 84, 60, 6 
seraient 

Yto Zo) 

(25)6,= > 6., = 5 Uo= 


et l’équation correspondante admettrait la solution 


(26) 


61 a? -h 627 -h 635 
XO'i -h77i -4- 55i ’ 


(iCS résultats sont résumés dans le Tableau suivant : 


SURFACES. 

• 

e.- 


0.- 

CO. 

(S) 

e. 

9, 

9, 

CO 

(S) 


7i 


l 

(i> 

ti) 


CO 

(S.) 

(S,) 

ar 

7 

5 

^^i + 77i + 

+ 635 

Xtù 

0^,7+635 

Yü> 

9 ,a;-f-ô^ + 0,3 

Z CO 

Ô^a? 4-637 + 

^•^i+77t-+- -'2, 


^^1 + 771 + '®'®! 

a?a 7 j 4 - 77 ,-^ 



TRANSFORMATIONS DIVERSES. 


83 


Les quatre équations à invariants égaux qui correspondent aux 
quatre surfaces peuvent être intégrées dès que Ton a intégré 
l’une d’elles. C’est ce qui résulte de l’Analyse précédente et ce 
que l’on pourrait déduire aussi du théorème de M. Moutard. 
Mais, tandis que toute déformation infiniment petite de (S) donne 
sans aucune quadrature, comme nous l’avons vu, une déformation 
infiniment petite de la polaire réciproque (S2), il faudra, au con- 
traire, effectuer des quadratures pour trouver une déformation 
infiniment petite de l’une ou l’autre des deux surfaces (S), (S2), 
polaires réciproques l’une de l’autre. 

906 . A la transformation homographique, à la transformation 
par polaires réciproques, à l’inversion composée on peut joindre 
encore une dernière transformation, celle qui est définie en pre- 
nant pour y, ^4 J î ^4 des fonctions linéaires à coefficients 
constants de nouvelles variables y, x\^ y\^ assujetties 
à la condition de reproduire, à un facteur constant près, la forme 
quadratique 

dx dxx -h dy dyi -i- dz dzi, 

c’est-à-dire à donner 

dx dxi -^dydyi-\- dz dzi = h{dx' dx\ -4- df dy \ -h dz' dz\ ). 

Le lecteur, familiarisé avec cette théorie, reconnaîtra sans peine 
que pour obtenir, de la manière la plus générale, de telles trans- 
formations il suffira de soumettre 9 ^, 80, 63? co à la transformation 
linéaire et homogène la plus générale, c’est-à-dire de poser 

= /tx 61 02“}- tO, 

02 = /i.2 01 “H ^2 02“î“ ^2 83 H” Tïl ^ tù ^ 

0j = /l3 0j -f* A*3 02H“ ^3 93“i” //îstO, 

= /I4. 0 X - 4 ” 02 “t” i'k ”1” ^ î 

Af, A'i, li, Mi désignant des constantes quelconques. La surface 
(S') qui correspond ainsi à (S) aura sa déformation infiniment 
petite dépendante de la même équation aux dérivées partielles 
que la surface (S). Cette transformation générale, dont nous ne 
dirons qu’un mot, comprend évidemment, comme cas particulier, 
celle que nous avons considérée au n“ 900 . Remarquons d ailleurs 
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quelle correspond purement et simplement, d’après les équa- 
tions (6) du n® 883, à une transformation homographique aussi 
générale que possible de la surface (A). 

907. Nous n msisterons pas davantage sur toutes ces transfor- 
mations; il nous parait bon cependant de montrer quelle est la 
véritable origine de Tinversion composée, et comment elle peut 
être rattachée à quelques notions très familières aux géomètres, 
relatives aux formes quadratiques dont les coefficients sont con- 
stants. 

Étant données deux surfaces (S), (S^), lieux des points 
J, z), JÉ ), posons 

( $1= a? — Æ7i, 

( 29 ) yni=r—ru 

Ç = ( Cl = Zi, 

On aura identiquement 

t So) dxi-^ df dyi-+- dz dsi) = d^^-^ d'Q^ d\\ — '-dC\\ 

de sorte que, si les surfaces (S), (S^) se correspondent point par 
point avec orthogonalité des éléments linéaires, les deux surfaces 
^U), (Ui), lieux des points t;, 2^), a'(i^ , Th , ^^^), sont applicables 
l’une sur l’autre. Cela posé, considérons Informe quadratique 

. il) F = d^^-\- dr?^dX:^-- dfï - drîi - dQi, 

qui peut être mise sous la forme d’une somme de six carrés : 

{ i2 ) F = H- ( di\^ f H- ( J )2 J )2 . 

Si Ton considère, dans l’espace à six dimensions, le point u 
dont les coordonnées rectangulaires sont 

Çj C? ^'Çlî 

il sera représenté dans l’espace ordinaire, soit par le couple des 
points M, Ml, soit par celui des points a, a'. Or la forme F se re- 
produit lorsqu’on effectue, dans l’espace à six dimensions, un 
déplacement quelconque, c’est-à-dire lorsqu’on soumet rj, Ç, 
à une substitution linéaire orthogonale quelconque. 
Elle se reproduit même à un facteur constant près si l’on combine 
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ce déplacement avec une transformation homothétique arbitraire. 
Cela donne, dans l’espace à trois dimensions, la transformation 
du numéro précédent et l’on voit que la forme F ne cessera pas 
d’être nulle, après cette transformation, si elle l’était auparavant. 
Ainsi se trouvent établis les résultats des n°® 900 et 906. 

Mais la forme F se reproduit aussi, à un facteur près, lorsqu’on 
soumet les mêmes variables yi, ... à une inversion; c’est-à-dire 
lorsqu’on effectue une substitution de la forme 


( 33 ) 


r 

? 


ç $1 “'m “Cl 


Si donc elle était déjà nulle, elle ne cessera pas de l’être. Par 
suite, la transformation définie par les formules précédentes 
transforme un couple de surfaces applicables en un autre couple 
de même nature. 

Si Ton prend partout le signe — et si Ton introduit les va- 
riables Z, , les formules précédentes deviennent 


(34) 


Xi yi X y 


—Jl—, 


Ce sont celles que nous avons données au n° 903 et qui conser- 
vent la propriété de deux surfaces de se correspondre avec ortho- 
gonalité des éléments linéaires. 


908. En terminant ce Chapitre, nous montrerons que les for- 
mules précédentes comprennent, comme cas-limite, celles qui ont 
été données au n® 902. 

Remarquons d’abord que, dans la forme 

dx dxi -h dy dyi -f- /isj, 

on peut toujours remplacer par ax^ et x par ci dési- 

gnant une constante. Si l’on remplace en outre x^ x^ — a ei 
A'- par — les formules se présentent sous la forme suivante 

x ' — a __ y a __ y\ _ — a 

axi ^yi^;Si^x-\-a'~ y ^ ~ xi(x yyi-^ zzi 

Faisant croître a indéfiniment, on trouvera 

il = =37' =- -i-, 

yi zi y J5 ^ xi 
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puis 

SC 

On a ai 


( 35 ) 


' = lim — 




xx{x-^a) -^yyx-^zzx 


)- 


xxx^yyx’ 

Xx 


nsi 


/ ^ocx-hyyi-\- szi 

X = ) 

^i = - 

^ ari’ 

fl = — 



Xx' 


I 

Xx' 

Z., 

Xi' 

Z 


Aux notations près, c’est le résultat signalé au n° 902. 
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CHAPITRE V. 


APPLICATIONS DIVERSES. 

Étude du cas particulier où la surface (S,), qui correspond à (S) avec orthogo- 
nalité des éléments linéaires, se réduit à un plan. Ce que deviennent alors les 
douze surfaces. — Application à la question suivante : déterminer toutes les con- 
gruences rectilignes pour lesquelles la surface moyenne est un plan. — On déter- 
mine, parmi ces congruences rectilignes, celles qui sont formées des normales à 
une surface. — Étude du problème plus étendu : déterminer toutes les surfaces 
pour lesquelles les développables formées par les normales découpent, sur la dé- 
veloppée moyenne, un réseau conjugué. — La solution de ce problème se ramène 
à la détermination de la déformation infiniment petite des surfaces minima. — 
Cette détermination se ramène d’ailleurs à l’intégration d’une équation linéaire 
harmonique. — C’est de la même équation aux dérivées partielles que dépend la 
détermination des surfaces ayant même représentation sphérique de leurs lignes 
de courbure que la surface minima adjointe à la proposée. — Comment on re- 
trouve les surfaces minima dans l’étude de la déformation infiniment petite 
de la sphère. — Développement des calculs. — Déformation infiniment petite 
d’une surface à courbure constante négative. — L’une des douze surfaces de- 
vient alors une de ces surfaces, considérées en premier lieu par M. Voss, et sur 
lesquelles il y a un réseau conjugué exclusivement composé de lignes géodé- 
siques. — Étude des développantes de ces surfaces. — Elles constituent l’une 
des nappes d’une congruence rectiligne pour laquelle les développables corres- 
pondent aux lignes de courbure sur les deux nappes de la surface focale. — 
Démonstration géométrique des théorèmes de M. Guichard, relatifs à ces sur- 
faces. — Le Chapitre se termine par la démonstration d’un lemme dont il a 
été fait usage dans la démonstration précédente, et qui est susceptible de nom- 
breuses applications à la théorie des congruences rectilignes. 


909. Nous avons déjà signalé plus haut une solution évidente 
du problème des éléments rectangulaires : c’est celle où, la sur- 
face (S) étant quelconque, la surface (S^) est un plan. Il est in- 
téressant de rechercher ce que deviennent, dans ce cas spécial, 
les douze surfaces définies au Chapitre précédent. On a alors 


(0 


Ciy—-biZ, 

y\ = Ùq-H 

== — a^y\ 
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«0' ^0» ^0) constantes quelconques. 

D’après nos tableaux et nos formules, on reconnaît sans peine 
que les quatre surfaces (Si), (A), (S3), (Aa) se réduisent à des 
plans, tandis que leurs polaires réciproques, les surfaces (S,), 
(A|), (S3), (A3), se réduisent à des points. Il reste donc à exa- 
miner seulement les trois surfaces (S), (So), (Sa) qui, avec (S), 
complètent le système cherché. Or, la surface (S) est, en général, 
l’enveloppe du plan défini par l’équation 

(2) irj(X — 2?)-t-j/i(Y— — 4:) = o, 

qui devient ici 

— a?) -h b^(Y —y) 4 - Co(Z — ^) 

jiraxizY --yZ) + bi{æZ — z\)-\-Ci{y\~æX) = o. 

Le lecteur reconnaît l’équation du plan formé par toutes les 
droites qui appartiennent à un complexe linéaire, et passent par 
le point (^, y, La surface (S) est donc la polaire réciproque 
de (S) par rapport au complexe linéaire défini par les six con- 
stantes ^oj C’est un résultat qu’il était 

aisé de prévoir. Nous savons, en effet, que, dans le cas qui nous 
occupe, il ne s’agit pas (n° 856 ) d’une véritable déformation de la 
surface (S), mais d’un simple déplacement d’ensemble de cette 
surface. Pour chacun de ses points, la directrice de la déforma- 
tion devient la direction de la vitesse du point, dans ce déplace- 
ment; et le plan perpendiculaire à cette directrice, plan qui enve- 
loppe la surface (S), n’est autre que le plan du complexe linéaire 
engendré par toutes les droites qui, dans le déplacement consi- 
déré, sont normales à la vitesse d’un de leurs points. Ainsi se 
trouve confirmée la relation établie par le calcul entre (S) et (S). 

Quant aux surfaces (S2) et (So), elles sont, d’après le Tableau 
delà page 71, les polaires réciproques de (S) et de (S) par rapport 
à la sphère de rayon i ayant l’origine pour centre. Cela suffit à 
les définir et à montrer qu’elles sont, entre elles, dans la même 
relation dualistique que (S) et (S), pourvu que l’on substitue au 
complexe linéaire défini plus haut son polaire réciproque par rap- 
port à la sphère de rayon f. Les surfaces (S) et (So) sont évi- 
demment en relation homographique puisqu’elles sont les polaires 
réciproques d’une même surface (S) l’une par rapport à un com- 
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plexe linéaire, Taulre relativement à une sphère. La même re- 
marque s’applique aux surfaces (S), (22)? qi-ii sont les polaires 
réciproques de (S). 

Cette solution tout exceptionnelle du problème proposé s’ob- 
tient en prenant pour to dans les formules (C) [p. 20] une combi- 
naison linéaire à coefficients constants des solutions particulières 
Sa, à savoir 

(3) ü) = — «101 — 6,62 — 0163 . 

Si le lecteur voulait en déduire des couples de surfaces appli- 
cables conformément à la méthode du n‘' 8 o 4 , il reconnaîtrait aisé- 
ment qu’on obtient seulement ainsi deux positions différentes 
d’une même surface ou deux surfaces symétriques. On peut 
rattacher cette remarque à un beau théorème de Chasles relatif au 
solide milieu dans le déplacement fini d’une figure invariable 
quelconque. Dans un article publié en 1 83 1 ( ^ ), l’illustre géomètre 
énonce la proposition suivante : 

Quand on a dans V espace deux corps parfaitement égaux, 
et placés d^ une manière quelconque, si Von joint par des 
droites les points du premier aux points homologues du se- 
cond, les points milieux de ces droites formeront un second 
corps solide qui sera tel qu^on pourra lui donner un moii^^e- 
ment infiniment petit dans lequel tous ses points se dirigeraient 
suivant ces mêmes droites (-). 

Il suffit évidemment d’appliquer cette proposition au cas où les 
deux corps égaux se réduiraient à des surfaces égales pour re- 
trouver le cas particulier de la déformation infiniment petite étu- 
diée au commencement de ce numéro. 


(‘) Chasles, Note sur les propriétés générales du système de deux corps 
semblables entre eux, et placés d*une manière quelconque dans Vespace et 
sur le déplacement fini ou infiniment petit d^un corps solide libre; communi- 
quée à la Société Philomathique, séance du 5 février i83i {Bulletin de Férussac, 
t. XIV, p. 321-326), 

(“) Si les deux corps dont il est question dans le théorème de Chasles, au lieu 
d'être parfaitement égaux, étaient symétriques, le solide milieu se réduirait à un 
plan. 
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910. Ce cas particulier que nous venons de considérer inter- 
vient de la manière la plus simple dans la solution de la question 
suivante : 

Déterminer toutes les congruences rectilignes pour lesquelles 
la surface moyenne est un plan. 

Si, en effet, la surface mojenne est un plan, le réseau inter- 
cepté sur ce plan par les développables de la congruence est né- 
cessairement conjugué, comme tous les réseaux plans, et il n’j a 
plus qu’à appliquer la proposition générale des n°® 891 et 892 en 
supposant seulement que la surface (S^ ) se réduise à un plan (P). 

A cet effet, on prendra arbitrairement la surface (S), et l’on 
adjoindra au plan (P) une droite fixe {d) perpendiculaire à ce 
plan. On fera tourner la surface (S) de 90° autour de (rf) ; puis on 
projettera tous ses points sur le plan (P). A chaque point M de la 
surface primitive (S) correspondra ainsi un point M' du plan (P). 
La correspondance établie par cette construction sera évidem- 
ment telle qu’à tout élément linéaire de (S) corresponde un élé- 
ment linéaire orthogonal de (P), et l’on reconnaîtra sans peine 
qu’elle devient la plus générale de toutes celles qui satisfont à 
celle condition, si, dans la construction, on substitue à (S) une 
de ses homothétiques par rapport au pied de la droite {d) sur le 
plan (P). 

Si l’on applique maintenant à l’ensemble des deux surfaces (S) 
et (P) la proposition du n^ 892, on voit que, pour obtenir la con- 
gruence cherchée, il suffira de mener par chaque point du 
plan (P) une droite qui soit parallèle à la normale menée en M à 
la surface (S). On peut ajouter que, d’après la proposition gé- 
nérale indiquée au n° 891, les plans focaux de cette droite de la 
congruence seront perpendiculaires aux tangentes asymptotiques 
relatives au point correspondant de la surface (S) (^ ). 

^911. Celle solution générale du problème posé nous conduit 


(’) Cette construction a été donnée par M. C. Guichard dans une Note : Sur 
congruences dont la surface moyenne est un plan, insérée en 1892 au 
tome CXIV des Comptes rendus, p. ■729. M. Guichard dit aussi quelques mots 
du cas où les droites de la congruence sont les normales d’une surface. 
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à examiner le cas particulier où l’on exige, non seulement que la 
surface moyenne soit un plan, mais aussi que la congruence soit 
formée des normales à une surface. D’après la construction pré- 
cédente des plans focaux, il sera nécessaire et suffisant qu’en 
chaque point de (S) les tangentes asymptotiques soient rectan- 
gulaires, c’est-à-dire que (S) soit une surface minima. 

Kïnsi^ pour obtenir toutes les congruences de normales dans 
lesquelles la surface moyenne est un plan, il suffira d^ établir, 
comme on Va indiqué plus haut, une correspondance avec or- 
thogonalité des éléments entre une surface minima quel- 
conque et un plan, puis de mener, par chaque point du plan, 
une di^oite parallèle à la normale au point correspondant de 
la surface minima* 

912. Plus généralement, proposons-nous le problème suivant : 
Déterminer toutes les surfaces pour lesquelles les développa- 
bles formées par les normales découpent sur la développée 
moyenne un réseau conjugué* Nous donnons ici le nom de dé- 
veloppée moyenne à la surface décrite par le milieu du segment 
formé sur chaque normale par les deux centres de courbure. Nous 
allons voir que la solution de cette question est liée à l’étude de 
la déformation infiniment petite des surfaces minima. 

Reportons-nous, en eflPet, à la construction donnée au n° 891, 
et qui nous fait connaître toutes les congruences pour lesquelles 
les développables découpent sur la surface moyenne un réseau 
conjugué. Pour que ces congruences soient formées de normales, 
c’est-à-dire pour que les plans focaux de chaque droite soient rec- 
tangulaires, il sera nécessaire et suffisant qu’en chaque point de 
(S) les tangentes asymptotiques soient rectangulaires, c’est- 
à-dire que (S) soit une surface minima. Ainsi : 

Pour obtenir la congruence de normales la plus générale 
dans laquelle les développables découpent sur la surface 
moyenne un réseau conjugué, il suffira de déterminer la sur- 
face la plus générale (S^) qui correspond avec orthogonalité 
des éléments linéaires à une surface minima quelconque; puis 
de mener par chaque point de {S^) une parallèle à la nor- 
male au point correspondant de (S). 
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913. Cela nous amène à dire quelques mots du problème de 
la déformation infiniment petite des surfaces minima. 

En nous reportant au n“ 20o, nous reconnaîtrons aisément que, 
si l’on prend les équations qui définissent une surface minima 
sous la forme suivante : 


. rv^-i , ■ rv^—i , 

ix= I j —jjr-au— ij ■ y, dv, 

I rw + 1 , rY^-+-\ , 

(4) '■ y= j 

I Æ = 2 ij' ^ ^ 

U, V désignant des fonctions de a et de p respectivement, l’équa- 
tion différentielle des lignes asymptotiques prendra la forme 


(5) du^ — dv^ = O. 

Les cosinus directeurs de la normale seront ici 


( 6 ) 


c 


U-hV 

i-hUV’ 


v-u 

i-t-UV’ 


I — uv 
I-H UV* 


Si, au lieu d’introduire les paramètres 
(7) a = li-f- P, P = w — P 


des deux familles de lignes asymptotiques, on conserve les va- 
riables î^et P, les trois fonctions 02 ; 63 considérées au 870 
auront les expressions suivantes 


( 8 ) 


U-hV 

v/W’ 


«2= I 


.v-u 


v/W 


ô, = 


1~UV 

v/Irv ' ’ 


et elles satisferont à l’équation aux dérivées partielles 


(9) 



qui remplacera l’équation ( 19 } du n° 870, et qui est celle qu’il 
faudra intégrer si l’on veut résoudre le problème de la déforma- 
tion infiniment petite de la surface minima. Or, cette équation 
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appartient au type de celles que nous avons nommées harmoni- 
ques[l{^ p. 193]. Ainsi : 

La détermination de la déformation infiniment petite d^une 
surface minima quelconque se ramène à V intégration de 
V équation linéaire harmonique la plus générale. 


L’étude des équations harmoniques a été faite au Livre IV, 
Chap. IX. Nous n’y reviendrons pas ici. 

Revenant au problème du numéro précédent, nous nous con- 
tenterons seulement d’indiquer comment on détermine les sur- 
faces normales aux droites de chacune des congruences obtenues. 
Si l’on pose 


(10) 


0 ,== 


ïH-UV 

/ÎFV' ' 


on aura 


(M) 




H. 


et l’on reconnaîtra aisément que 64 est encore une solution par- 
ticulière de l’équation (9). Gela posé, la surface normale aux 
droites de la congruence sera définie par les formules 


( 12 ) x'=xi-h^j, 

où l’on a 



(i3) 



(904 . (9co 




dit; 


les coordonnées cCi, Zi de la surface (Si) étant définies par 
les formules analogues 



Si l’on veut que la surface moyenne (Si) se réduise à un plan, on 
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pourra prendre 

CO = AÔ3, 

h désignant une constante quelconque. 

914. Dans le cas qui nous occupe, il y a lieu de signaler une 
propriété intéressante du groupe des douze surfaces. D’après la 
proposition générale qui a été établie au n° 89S, la surface que 
nous avons désignée par (A^) est la polaire réciproque de la sur- 
face (A) par rapport à la sphère de rayon i admettant pour centre 
l’origine des coordonnées; et elle est, par suite, l’enveloppe du 
plan dont l’équation est 

ôj X H- O2 Y -{- 83 Z -h CO = O. 

Elle correspond à la surface minima (S) avec parallélisme des 
plans tangents, et nous savons, de plus, que les lignes asympto- 
tiques de (S) correspondent à un réseau conjugué de (A^) 
(n°897). Gela posé, introduisons la surface minima (S') qui est 
l’adjointe de (S) (n® 210). D’après les relations établies entre 
(S) et (S^), nous voyons que la correspondance entre (S') et(Ai) 
aura lieu avec parallélisme des plans tangents et, de plus, que les 
lignes de courbure de (S') [correspondant, nous l’avons vu, aux 
lignes asymptotiques de (S)] correspondront à un réseau con- 
jugué de (A|). Nous concluons de là que le réseau conjugué 
commun à (S') et à (A^) sera formé des lignes de courbure de 
ces deux surfaces^ et qu^ elles auront Vune et Vautre la même 
représentation sphérique de leurs lignes de courbure. Ainsi : 

Chaque solution du problème de la déformation infiniment 
petite dhine surface minima fait connaître une surface ayant 
même représentation sphérique que la surface minima ad- 
jointe et vice versa. 

Ces deux problèmes : déformation infiniment petite d’une sur- 
face minima, détermination des surfaces ayant même représenta- 
tion sphérique de leurs lignes de courbure que l’adjointe à la sur- 
face minima, se ramènent l’un à l’autre, et dépendent de la même 
équation linéaire harmoniqiie. Le lecteur établira aisément ce ré- 
sultat par l’analyse en remarquant que a=w4-petp = w — r 
sont les paramètres des lignes de courbure de l’adjointe, et appli- 
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quant à ce cas particulier la solution du problème de la repré- 
sentation sphérique indiquée au n® 162 . 

9 io. On retrouve encore les surfaces minima en étudiant une 
autre application particulière de nos propositions générales. 

Supposons que la surface (S) soit une sphère définie par l’é- 
quation 

(17) 

et reportons-nous à nos Tableaux [p. 71]. 

La surface (So) polaire réciproque de (S) sera aussi une sphère, 
identique à la première; et les deux points homologues de (S) et 
de (S2) seront diamétralement opposés. 

Les surfaces (S^) et(A2) qui correspondent aux deux sphères 
avec orthogonalité des éléments linéaires seront (n*^ 863 ) les su?'- 
faces moyennes de deux congruences isotropes. 

Pour indiquer ce que sont les huit autres surfaces, remarquons 
que, le système I étant formé des lignes de longueur nulle de 
(S) et de (S2), les réseaux II et III qui lui sont harmoniques sont 
formés nécessairement, sur chacune de ces sphères, de lignes 
orthogonales. Ces deux réseaux auront leurs invariants ponctuels 
(ou tangentiels, ce qui est la même chose dans le cas de la sphère 
et de toute surface du second degré) égaux; et, comme ils sont 
harmoniques l’un à l’autre, les courbes appartenant à T un d’eux 
bissecteront en chaque point l’angle formé parles courbes appar- 
tenant à l’autre. 

Comme la sphère (S) et la surface (Ai) se correspondent par 
plans tangents parallèles, le système II, qui est conjugué sur ces 
deux surfaces, sera nécessairement formé, sur (A^), des lignes de 
courbure ; et comme, sur (A| ) et sur (S), les tangentes aux courbes 
du système I sont parallèles aux points correspondants des deux 
surfaces (^), il en résulte que, sur (A^), le système I sera néces- 


(*) En général, si l’on choisit parmi les douze surfaces deux quelconques de 
celles qui se correspondent par plans tangents parallèles, nous avons vu au 
n° 893 qu^en des points correspondants de ces deux surfaces les courbes de Tun 
quelconque des réseaux I, II, III ont leurs tangentes parallèles. Seulement, 
tandis que, pour Tun d’eux qui est le réseau conjugué commun, les courbes cor- 
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sairement formé des lignes de longueur nulle. Ce système étant 
QOHjuguej (A-j) serct une sui face nximnict^ et la relation entre 
(Ai) et (S) sera telle que les lignes de longueur nulle se corres- 
pondront sur les deux surfaces, les lignes asymptotiques de (A^) 
correspondant à un système rectangulaire de (S). Nous retroul 
vous les propriétés essentielles relatives à la représentation sphé- 
rique des surfaces minima. 

Le raisonnement précédent s’applique à (S^ ), qui dérive de (S.,) 
comme (Ai) de (S). Les deux surfaces minima (A^), (S,) se cor- 
respondent avec parallélisme des plans tangents, similitude des 
éléments infiniment petits; les lignes asymptotiques de l’une cor- 
respondent aux lignes de courbure de l’autre. Cela résulte des 
Tableaux de la page 71. Nous verrons plus loin que ce sont deux 
surfaces adjointes l’une à l’autre. 

La définition des autres surfaces ne présente plus aucune diffi- 
culté. 

La surface (S), associée à (S), et la surface (S^), associée à (So), 
constituent les deux nappes des surfaces focales de deux con- 
gruences pour lesquelles les lignes asymptotiques se correspon- 
dent sur les deux nappes. Par exemple, les lignes asymptotiques 
de (S) correspondent aux génératrices rectilignes de la sphère (S). 

Les surfaces (A) et(S3) sont, d’après les Tableaux, des polaires 
réciproques de surfaces minima. Enfin, les surfaces (Sg) et (A3) 
sont les polaires réciproques des surfaces moyennes de deux con- 
gruences isotropes. 

Sur toutes ces surfaces, on saura déterminer les réseaux 1 , II, 
III par de simples quadratures. 

Si l’on associe la surface moyenne (Si) à la surface minima 
(S<), on voit qu’elles sont les deux nappes de la surface focale 
d’une congruence à lignes asymptotiques correspondantes. Ainsi, 
les lignes asymptotiques de la surface moyenne (S^) corres- 
pondent à celles de la surface minima (S^). 

Il ne reste plus qu’à donner les résultats des calculs. 


respondaotes admettent des tangentes parallèles j pour les deux autres, qui sont 
formés des lignes asymptotiques sur Fune ou sur l’autre des deux surfaces, ce 
*^894^^ *^®ûgentes aux courbes non correspondantes qui sont parallèles (n®» 893 
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916 . Les coordonnées ^ d’un point de la sphère (S) se- 
ront définies en fonction des paramètres a et |î des lignes asym- 
ptotiques, c’est-à-dire des lignes de longueur nulle, par les for- 
mules si souvent employées 


a -i- S .6 — a 

fi8> ^ = 


—I 

a 3 t 


Les quantités 6i, 625 83 qui figurent dans le Chapitre précédent 
et sont reliées aux cosinus directeurs de la normale par les for- 
mules (17) du Chapitre II, ou 1 est déterminé par l’équation (27) 
du même Chapitre, auront ici pour expressions 

(19) 01 = 57^/7, 03 = 5/7. 

Elles satisferont, comme à l’équation du second ordre 

__ —20 ^ 

dccOp 


Si on les porte dans les formules de M. Lelieuvre, elles donne- 
ront naissance aux identités 


âz 

dK 

. dx 


r dz 

dy 

.dx 


k ~~ 

da. 



= 


r)x 

dz 

.dy 


^dx 

dz 

•dy 

"ÙOL 

^x = 

d% 

— i 3 

dOL 

(22) 

1 " di 

d^ ^ 

” 'd? 

ùy 

dx 

. dz 


dv 

dx 

.dz 

x-^ 

dOL 






"'4 


auxquelles on peut joindre les suivantes, qui s’en déduisent im- 
médiatement par différentiation. 


j ày dz 

dy dz _ 

oAx 

i doL c>^3 

dx 


j dz dx 

dz dx 

2 y 

1 dx d? 

d3 dx 


1 dx dy 

dx dy _ 

2 iz 

1 ^ ^ - 

dp dx 

(I + g^ )i' 


Remarquons encore que y, ^ sont des solutions particulières 
D. — IV. 7 



U8 
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des deux équations 
(^4) 

(■2.1) 


du- n- ap àa 
o.a àd _ 
H- ap dp ~ 


ce qui permet de simplifier les calculs. 


917. Pour trouver la surface (S,) qui correspond à la sphère 
(S) avec orthogonalité des éléments linéaires, il faut d’abord in- 
tégrer l’équation aux dérivées partielles (20). L’intégrale générale 
de cette équation est 


(26) 


P o(a) -f- a4(fP) 
^ ' l-f-ap' ’ 


— ?'(*) ->Î''(P), 


s(a) et <|((P) désignant deux fonctions arbitraires. Mais, afin que 
la surface (S, ) soit réelle lorsque ip et <}; sont des fonctions imagi- 
naires conjuguées, nous prendrons pour la solution w du Cha- 
pitre If, l’expression suivante 


(a-) 


w = 6 /j. 


Remarquons les deux relations identiques 


(28; 


(*9) 


M , ap de _ 
da® i-t-ap da ° 

0 2 5C 

dp^ Imp dp 


auxquelles satisfait 6. 

Les coordonnées de (S.) sont alors définies par des 

quadratures telles que la suivante 


(îo) 





quadratures que l’on effectue sans difficulté. 
Si l’on pose 


(b) 


<T = aîili±ZJiM) 

r «3 


io'(a) 




^ sera encore une solution de l’équation (20), solution que l’on 
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déduirait de 6 en y remplaçant respectivement ^(a), par 

Z '^(a) et — i trouvera 


, , da: dx aiïo— -6) 


1 . dy .. ùv ,, ,, O H- d/ 

Ciî) + = j(d, — o )__r + 2.J^'g, 

f . àz .. dz .So — ad» 

Cl = -h ajcp 2zd ^ = z(d — O Q-i-* 

\ * (?a 'dp V T t / I -h «3 

On a vu que (Sj) est la surface moyenne d’une congruence 
isotrope (n° 863). Les pians focaux de celte congruence seraient 
définis ici par les équations 

j (i — a2)a"i-J-i(n-a2)j/i H-2a^i = 

^ ^ \ (r — — P-)yi-i"2p:;i = - 4id(P). 

Après (Si), toutes les autres surfaces s’obtiennent sans aucune 
quadrature. Les coordonnées b, c d’un point de (A) ont pour 
expressions 

^h) ^”0' ^““e' 


La polaire réciproque (A^) de (A) est définie par les formules 


ai = — OvT — 


ài= — ^y 


Cl = — 0^; ■ 


( r -h )2 / ^0 âx c/0 ôx 


•2 dx dx op J 

(i-+-aP)s ^ ^ ày\ 

1 dx dx / 

(i-4-aP)2/^6 dz dO àz\ 


/dQ dz dû àz 

dx dx dp 


en développant les calculs, 


^i = ©"h- X'ÿ ' — cp H ^ P'V — 

‘2 *A 

b, = <?"- ao'+ o) - î i'"- 4') , 

Cl = xo" — o'-h pd*" — t};'. 


On trouvera de même, pour les coordonnées d’un point de (S) 



lOO 
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les expressions 


t36) 


2 0 

X = .r -Tji- 7 - • 

fj Occ 


\ == y* -4- 


Z 4- 


ao 
6 ù'x 
20 dj3 


26 üx 

it 

2tj; ôy 

T 'Pi' 

2^1 Oz 

it jy 


et pour celles du point (X^, Y,, Z, ) de { S, ) 




ou encore 


Xj = <7X 4- 

Yi = (Tj-f- 

Zi = n:; 4 - 


(i 4-ap)“ /6)7 c^r ^ \ 

2 da t)a O^J 

( i 4 - g p)^ ^ 

2 \c>p t)ac ^)a / 

( I 4 - )- / t)-3 ^ t)? i):; \ 

2 Ja ‘ 6^2 ^>fjy 


13;') 


/ J - 2f2 J — Q2 

I Xi = — i — - — o" — i^o' 4- /o 4 - / — j-i— 4 - i P'V — /tj;, 

; Y, = -i" - as' +. O -h 'i-' — fj'l-' -f- -i, 

I I . . . 2 ' ‘ ‘ 

^ Zi = ÏÏ — ao"4- 0'-+- 5}^' ), 


ces valeurs se déduisant de celles de^i, Z?i, Ci où l’on remplacera !) 
par — a-, c’est-à-dire ç et par — io ei i 'h. 

On trouve ensuite, pour les autres surfaces, les formules sui- 
vantes 


V' fi n I 

(11— X0 = — XO 20 'r 2'if TrU 

* (/a ^ (^3 


<A2) .^2= Y 0 =:— -rô — 20~ 

1 * <?a 

dz 
dx 


Él' 


r,=-Zf)=--e-20 _2^^, 


Xo = ~ . 


i Z, =- 


^^:3) 


a, 

lu’ 

bi 
hi’ 

rj C\ 

/.J = ^ , 

/o 


X3 = - 




(A,) 


« - 

a, 


bi —- 


V, 

Ai’ 


Ci — — -- 

Al 
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ei 

I „ ^ 

(Sa) 

où ron a posé 

(3Sj = hi— cp'M — «y^,. 

Signalons encore les identités 

( 39 ) ax-^ cz = ^, xxi-^yyi^ z:;i=^z, 

qui permettent de simplifier les calculs. 



X. — — — = — J- 


{S.) ^ Vit-- 




2 io dr dx 

<T da. a 

210 à y 2i^ ùy 

7 03. (J C/p ^ 

0.1 'Z ^ 2ii^ dz 

Z 03 ' a dS ’ 


918. Nous terminerons ce Chapitre, consacré à des applica- 
tions, en indiquant plusieurs propositions intéressantes relatives 
au cas où la surface fondamentale (S) a sa courbure constante et 
négative. Nous supposerons, comme toujours, que cette courbure 
totale ait la valeur — i. En changeant un peu les notations et dé- 
signant par Q la fonction que nous appelions co au n® 879, nous 
aurons l’équation aux dérivées partielles 


( îo; 


d^o __ I 

03 dp “ î 


sin2Ü, 


a et P désignant toujours les paramètres des lignes asympto- 
tiques. Avec ces notations, l’élément linéaire de la surface serait 
défini par la formule 


(4i ) ds~ = d3--+- 2 C 0 S 2 Ü d3 d^, 

déjà rappelée au meme endroit. 

Les cosinus directeurs 9^ 5 03 de la normale satisferont main- 

tenant (n° 879) à l’équation aux dérivées partielles 


(42) 


d2 0 
dx dp 


= 6 C0S2Û; 


et si 9 désigne la solution la plus générale de cette dernière équa- 
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lion, c’est celle solution qu’il faudra substituer à u dans les for- 
mules (C) [p- 25] pour obtenir la surface la plus générale qui 
correspond à (S) avec orthogonalité des éléments linéaires. 

Considérons ici encore la surface (A|) qui correspond à (S) 
avec parallélisme des plans tangents aux points homologues. Cette 
surface est, nous l’avons déjà remarqué, l'enveloppe du plan dé- 
fini par l’équation 

[^3) 6iX-i-62Y-i-03Z-i-0 = o, 


tout à fait semblable à celle qui a été indiquée au n” 914. 

Nous avons vu d’une manière générale (n“ 897) que les lignes 
qui, sur (A,), correspondent aux lignes asymptotiques de (S) for- 
ment dans tous les cas un réseau conjugué de (A,). Nous allons 
démontrer qu’ici ce réseau est entièi'enient formé de lignes 
géodésiques. 

En effet, pour obtenir le point de (A,), il faut adjoindre à l’équa- 
tion précédente ses deux dérivées par rapport à a et à ^ 


(44) 


dz doc doc d% 

, (?62 T’ . ^^3 7 , 


= O, 

= O. 


On peut joindre à ces équations les suivantes, bien souvent 
rappelées, 


(45) 


s 



dX 

c fi 

0i 

'doc “ 

S 

aOl 

dX 

::5 

Q.. 

CD 

dS 

0 

II 

0 

II 

/O 


où désigne le signe de Lamé. Diflerentions la dernière par rap~ 
porta nous aurons 




docd^ 


La deuxième somme est nulle; on le reconnaît immédiatement 
en remplaçant les dérivées secondes de 84 , 82 ? ^3 par leurs valeurs 
déduites de l’équation ( 42 ). Il reste donc la relation 


dx ()p2 


( 46 ) 
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Celte relalion, rapprochée de la dernière des équations (4^)? 
montre que la droite dont les paramètres directeurs sont 

àOi 

OoL^ d'JL 


est normale à deux tangentes consécutives de la courbe de para- 
mètre a tracée sur (A^). C^est donc la normale au plan oscil- 
lateur de cette courbe, 

Mais, comme on a 

(47) 0Î + 0I-He^=i, 


et, par suite, 


0i 






O, 


on reconnaît immédiatement, dans le cas, spécial qui nous occupe, 
que cette normale est parallèle au plan tangent de (Ai). Donc 
toute courbe de paramètre a, tracée sur (Ai ), est une ligne géo- 
désique de (Ai). 

Comme rien ne distingue les paramètres a et p, la démonstra- 
tion s’applique aussi aux courbes de paramètre p. 


919. Les surfaces qui jouissent de cette propriété d’admettre 
un réseau conjugué formé de lignes géodésiques ont été consi- 
dérées en premier lieu par M. Voss (*). On pourra consulter 
aussi sur ce sujet un important Mémoire de M. Guichard que 
nous avons déjà cité [p. 4 o] et sur lequel nous reviendrons plus 
loin [p. io5]. 

Réciproquement, proposons-nous de déterminer toutes les sur- 
faces (V) jouissant de la propriété précédente. Désignons main- 
tenant par a, [3 les paramètres du système conjugué formé de 
lignes géodésiques et supposons que 9^, flo, 83 soient les cosinus 
directeurs de la normale à la surface. Alors on aura 

(48) 0,4-62-4-63 = 1, 


(' ) A. Voss, Ueber diejenigen Flâchen, aufdenen zwei Schaaren geodâtischer 
Lînien ein conjugirtes System bilden {^SUzungsbeinchte der K. Akademie zu 
München, mars [888). 
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et la surface cherchée sera l’enveloppe d’un plan défini par une 
équation de la forme 

( 4*j } 0i X -f- 62 \ -f- O3 Z “h 0 = O, 

où 0, 9,, 02, 03 sont des solutions particulières d’une certaine 
équation aux dérivées partielles 


( 5o) 


ili. 

doL d% 


'à? 


C6 = 


O, 


A, B, C désignant des fonctions de a et de p. On aura toujours les 
relations 


00 



: O, 


= 0 , 


S 

S 


Ô1 


àX 


àoc 
àsc 


= 0 , 



= 0 , 


S àdi dX 
àx ~~ 


qui s’appliquent dans tous les cas. 

Pour exprimer que la ligne de paramètre a est géodésique, il 
faut écrire que la droite définie par les paramètres directeurs 


(90.) 

(9« ’ (9a ’ ' (9a ^ 


droite qui est parallèle au plan tangent et qui est normale à la 
tangente de la courbe, est aussi normale à la tangente consécutive, 
c’est-à-dire que l’on a 


( 52 ) 


S (96i à^X _ 
àx d[i~ 


D apres cela, différentions la dernière des relations ( 01 ) par 
rapport à j3, on voit que la relation précédente pourra être rem- 
placée par la suivante 


S d»9 , àX _ 
dad? dp 


ou, en remplaçant et les deux dérivées analogues par leurs 

valeurs déduites de l’équation (5o) et tenant compte des relations 
précédentes 
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Le coefficient de B ne saurait être nul, puisque les courbes de pa- 
ramètre a ne sont pas des lignes asymptotiques. On a donc 

B = 0. 

En considérant de même les courbes de paramètre p, on trou- 
verait 

A = O. 

Donc O 2 J ^3 satisfont à une équation de la forme 

ce qui caractérise les cosinus directeurs d’une surface à courbure 
constante; et l’on retrouve la génération de la surface qui nous a 
servi de point de départ. 

920. Dans le Mémoire auquel nous avons fait allusion plus 
haut (*), M. Guichard a ajouté aux résultats précédents une pro- 
position élégante et nouvelle que l’on peut énoncer comme il 
suit: 

Désignons toujours les surfaces précédentes par la lettre (V), 
et considérons les développantes (G) des surfaces (V), c’est- 
à-dire les surfaces normales aux tangentes de l’une ou l’autre des 
deux familles de lignes géodésiques composant le réseau con- 
jugué de (V). Si, par chaque point d’une surface (G), on mène 
la parallèle à la normale au point correspondant de la surface (V) 
d’où elle est déduite, cette parallèle, qui sera nécessairement tan- 
gente à (G), engendrera une congruence jouissant des propriétés 
suivantes : 

1 ° Si nous appelons (G) et (G') les deux nappes de la surface 
focale, les développables de la congruence correspondront à une 
ligne de courbure de (G) et à une ligne de courbure de (G^); par 
suite, les lignes de courbure se correspondront sur (G) et sur (G'), 
de telle manière que l’arête de rebroussement de l’une des déve- 

(*) G. Guichard, Recherches sur les surfaces à courbure totale constante et 
sur certaines surfaces qui s^y rattachent {Annales de V École Normale supé- 
rieure, 3 ® série, t. VII, p. 233 , août 1890). 
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loppables de la congruence soit toujours une ligne de courbure 
de la surface qui la contient. 

Les lignes de courbure de (G) et de (G') ou, ce qui est la 
même chose, les développables de la congruence correspondent 
aux géodésiques du système conjugué tracé sur la surface (V). 

3® Les surfaces (G) obtenues, comme nous l’avons indiqué, au 
moven des surfaces (V) sont les plus générales qui jouissent de 
la première propriété; de sorte qu’il revient au même de chercher 
les surfaces (G) ou les surfaces (V). On passe des unes aux autres 
par de simples constructions géométriques. 

M. Guichard a établi ces propositions par le calcul; il sera plus 
instructif de les démontrer par la Géométrie, et de les rattacher 
à un théorème général dont nous aurons à faire usage plus loin. 

Voici quel est ce théorème : 

Quand les développables se correspondent sur les con- 
gruences engendrées par deux droites parallèles (rf), {d^ ):i^les 
plans focaux de {d) sont parallèles à ceux de{di) ; 2 ® les droites 
(3), (3,) qui joignent les points focaux correspondants de 
[d) et de{di) se coupent en un point qui est celui où le plan 
des deux droites (rf), {d^) touche la surface (0) quHl enve- 
loppe; 3® les deux droites (5), (S^) sont conjuguées par rap- 
port à la surface (0); et les courbes conjuguées qu! elles enve- 
loppent correspondent aux deux familles de développables 
des congruences considérées. 

Admettons cette proposition que nous démontrerons plus loin 
et appliquons-Ia de la manière suivante : 

Soient (Gj) et (Go) deux surfaces admettant (V) pour déve- 
loppée et dont les normales soient tangentes respectivement aux 
géodésiques des deux familles conjuguées tracées sur (V). Soient 
M^, Mo les deux points de (G^) et de (Go) qui correspondent au 
même point M de (V) et soient (ûîi), {dj) les normales en 
Ma au plan MM^Ma, normales qui sont respectivement des tan- 
gentes principales de (Gi) et de (Ga). Il est clair que les déve- 
loppables engendrées par les droites parallèles (û?^) et (rfa) se 
correspondent, puisqu’elles correspondent, les unes et les autres, 
au système conjugué tracé sur (V); soient (G'.) les deux 
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nappes focales de la congruence engendrée par (^^^)et(G 2 ), (G^) 
les deux nappes focales de la congruence engendrée par {ch). 

D’après le théorème précédent, (Gi), (G') se correspondent 
par parallélisme des plans tangents. Or le système conjugué com- 
mun à ces deux surfaces, système évidemment formé des courbes 
qui correspondent aux développables des congruences engendrées 
par les droites {d^) € 1 (^ 0 )} est formé sur (G^ ) des lignes de cour- 
bure; il en sera donc de même sur (G'), puisque, sur ces deux 
surfaces, les courbes du système conjugué commun ont, à chaque 
instant, leurs tangentes parallèles. 

Donc, sur les deux nappes focales {(j\), (G^) de la congruence 
engendrée par {df), les lignes decourhurese correspondent et 
correspondent aux développables de la congruence, 

La démonstration s’étend évidemment à la congruence en- 
gendrée par la droite {dfj^ 

921. Réciproquement, considérons une congruence engendrée 
par une droite (cf), et pour laquelle les lignes de courbure des 
deux nappes focales correspondent aux développables de la con- 
gruence. Soient (Gi), (Go) les deux nappes décrites par les points 
focaux de {d). Désignons par (V^) et (Vo) celles des deux nappes 
des développées des surfaces précédentes pour lesquelles le plan 
tangent est normal à {d). Le système conjugué commun à (V^) 
et (V 2 ) est évidemment celui qui correspond sur ces deux nappes 
aux lignes de courbure de (G^ ) ou de (Go), c’est-à-dire aux déve- 
loppables de la congruence. Or, ce système est formé, nous le 
savons (n^ 426), de deux familles de courbes se correspondant 
avec parallélisme des tangentes; nous savons aussi que, des deux 
courbes correspondantes à une même ligne de courbure de {G\) 
ou de (Go), l’une au moins est une développée de ligne de 
courbure et, par suite, une géodésique de la surface sur laquelle 
elle est tracée. Il en sei'a donc de même de l’autre, puisque les 
tangentes aux points correspondants et, par suite, les plans oscu- 
lateurs des deux courbes sont parallèles. Donc les deux surfaces 
{Y i) et (V 2 ) admettront, Tune et l’autre, un réseau conjugué 
formé de lignes géodésiques, et ainsi nos propositions se trouvent 
complètement démontrées. 



H)8 livre VIII. — CHAPITRE V. 

Elles donnent naissance à plusieurs conséquences, tant analy- 
tiques que géométriques. Il nous suffira d’avoir montré comment 
on peut les rattacher à l’étude de la déformation infiniment petite 
des surfaces à courbure constante. 

Nous terminerons ce Chapitre en donnant la démonstration du 
iliéorème sur lequel nous nous sommes appuyé plus haut, et 
même d’une proposition plus générale. 

922. Étant donnée une surface (S), soient (C), (C') deux con- 
gruences rectilignes distinctes dont les développables se corres- 
pondent et interceptent sur (S) un même système conjugué. 
L’ensemble des deux congruences et de la surface (S) donne lieu 
aux remarques suivantes. 

Fig. «4. 



Désignons par (S), (S<)les deux nappes focales de la congruence 
(C), par (S'), (S',) celles de la congruence (G'). Soient p un point 
quelconque de (S) ( fig, 84)*, pa, p^ les deux courbes du système 
conjugué qui se croisent en p; pMM^ la droite de la congruence 
(G), dont les points focaux seront M, ; pM^M' la droite de la 
congruence (G'), dont les points focaux seront M', M' . 

Les nappes (S), (S'), (S|), (S',) seront décrites par les points 
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M, i\r, Ml, M^. On peut toujours supposer que les nappes (S), 
(S') soient celles dont les plans tangents en M, se coupent sui- 
vant la tangente p ^ à la courbe pa et alors les plans tangents en Mi , 
M' aux nappes (Si), (S'^) se couperont suivant la tangente pt^ à 
la courbe pp. Cela posé, nous allons démontrer que le plan des 
deux droites p M, pM' touche sonenveloppe (E) au point de ren- 
contre O des deux droites MM', MiM'^; que ces deux droites 
sont des tangentes conjuguées dfe(E); et enjin que les courbes' 
de (E) auxquelles elles sont tangentes correspondent aux dé- 
veloppables de V une ou l'autre des deux congruences (C) ou 

En effet, lorsque le point p se déplace suivant la courbe p^S, les 
points focaux M, M' décrivent des courbes respectivement tan- 
gentes aux droites pM, pM'. Les deux plans tangents en M, M' 
à (S) et à (S') et les deux plans tangents qui leur sont consécutifs 
ont un point commun. En effet, l’intersection des deux premiers 
est la droite p^, l’intersection des deux suivants est la droite con- 
sécutive à quand on se déplace sur la courbe p^. Or, ces deux 
droites se coupent nécessairement puisque les courbes pa, p|ï 
sont conjuguées d’après l’hypothèse; et leur point commun sera 
le point focal t^ distinct de p, de la droite p^ dans la congruence 
engendrée par cette droite. Donc les quatre plans considérés ont 
en commun le point ï. Prenons-les dans un ordre différent : les 
deux plans tangents consécutifs à la nappe (S) se couperont sui- 
vant la conjuguée de Mp qui sei'aM^ d’après ce qui précède; cl 
de meme, pour la nappe (S'), la conjuguée de M'p sera M'^. Les 
deux nappes (S), (S') se trouvent donc dans la relation définie 
aux n®* 423, 424 [II, p. 229 et suiv.]. Les tangentes du système 
conjugué commun à ces deux nappes concourent, les deux pre- 
mières en p, les deux autres en t\ et, par suite, les développables 
de la congruence (D) engendrée par la droite MM' correspondenl 
à celles de (C) ou de (C'). Il en est de même pour la congruence 
(D , ) engendrée par Mi M' . 

Considérons maintenant le plan pMM' des deux droites. Quand 
le point p décrit la courbe pp, sa caractéristique est évidemment 
la droite MM'. De même, quand le point p décrit la courbe pa, la 
caractéristique du plan est M^M' . Donc il touche son enveloppe 
(E) au point de rencontre O des deux droites. 
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D’autre part, quand le point p. décrit la courbe p.^, le plan focal 
de MM' se confondant avec le plan p.MM', le déplacement du 
point O a lieu nécessairement dans ce plan. Mais le plan focal 
de M,M' étant distinct de p.MM', le déplacement du point O, qui 
se fait aussi dans ce second plan focal, ne peut avoir lieu que sui- 
vant son intersection OMi avec le précédent. Donc, les droites 
OM, OMi sont conjuguées par rapport à (E) et les courbes aux- 
quelles elles sont tangentes correspondent bien, comme il a été 
annoncé, aux développables de Fune ou l’autre des congruences 
(G) ou (G'). 

923. Si Ton suppose maintenant que la surface (S) se réduit 
au plan de Finiîni, les deux droites correspondantes des con- 
gruences (G) et (G') deviennent parallèles. De plus, tout réseau 
plan étant nécessairement conjugué, la double condition que nous 
avons imposée aux développables de (G) et de (G') de se corres- 
pondre et de couper la surface (S) suivant les courbes d’un réseau 
conjugué se réduit à Funique condition que ces développables se 
correspondent dans les deux congruences. Les nappes (S), (S') 
ontleurs plans tangents parallèles ainsi que les nappes (Si), (S',) 
et nous retrouvons le théorème dont nous avons fait usage plus 
haut (n° 920). Nous donnerons plus loin, n®® 941 à 944, une dé- 
monstration directe et des compléments de ce théorème. 

924. Revenons à la proposition générale. Si nous la transfor- 
mons par polaires réciproques, elle se change dans la suivante : 

Si les développables de deux congruences se correspondent 
de telle manière que les droites qui joignent les points focaux 
correspondants soient deux tangentes conjuguées d^une même 
surface {fl) les plans focaux correspondants se coupent suivant 
deux tangentes conjuguées d^une autre surface (E'), 

qui n’est autre que la réciproque de la proposition primitive. 
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CHAPITRE YI. 

ROULEMENT DE DEUX SURFACES l’uNE SUR l’aUTRE. 

Rappel des formules données au Livre VII, Chapitre III. — Relations entre les 
quantités D, D', D" de Gauss et les rotations /?, q, r, p^, < 7 ,, — Roulement 

d’une surface (0) sur une surface applicable ( 0 ,). -- Formules données au 
Livre I; formules complémentaires. — Gomment on peut rattacher à la consi- 
dération du roulement une nouvelle méthode de recherche des surfaces appli- 
cables sur une surface donnée. — Tout mouvement particulier contenu dans le 
déplacement général se ramène au roulement d’une surface réglée sur une sur- 
face de même nature et applicable sur la première. — Premier cas où ces sur- 
faces réglées sont développables. — Extension de la notion de réciprocité relative 
aux tangentes conjuguées. — Second mouvement particulier dans lequel les sur- 
faces réglées sont développables. — Système conjugué commun à (0) et à (0^) 
considéré par Ribaucour. — Théorèmes de M. Kœnigs relatifs à ce système 
conjugué commun. — La théorie des systèmes cycliques et le théorème fonda- 
mental du n® 761 rattachés à la considération du déplacement étudié dans ce 
Chapitre. — Propriété relative aux congruences engendrées par des droites pa- 
rallèles et pour lesquelles les développables se correspondent. — Propriétés 
diverses des différents systèmes cycliques que Ton peut rattacher au même dé- 
placement. — Comment la connaissance d’un couple de surfaces applicables 
peut conduire à une infinité de couples de surfaces admettant la même repré- 
sentation sphérique. 


923. Les propositions que nous avons développées dans les 
Chapitres précédents nous font connaître un nombre illimité de 
couples de surfaces ( 0 ), (0i) applicables l’une sur l’autre. Or, si 
l’on considère une de ces surfaces, (@i) par exemple, comme fixe, 
on peut toujours amener la seconde (@) à être en contact avec la 
première, de telle manière que les deux surfaces se touchent par 
deux points homologues, et que les courbes homologues des deux 
surfaces qui passent en leur point de contact y admettent la même 
tangente. On obtiendra ainsi une série de positions de la surface 
( 0 ), qui dépendront de deux paramètres ; et l’on aura ce cas parti- 
culier du déplacement à deux variables dont il a été question aux 
n°®58 et suiv. [I, p. 69 et suiv.]. Le moment est venu d’étudier 
ce déplacement d’une manière plus complète. Nous rappellerons 
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d’abord quelques résultats déjà établis au Livre VII, Chap. III 
[III, p. 242 et suiv.]. 

Nous avons vu que, si ^ et c, c^, c" désignent respective- 
ment les coordonnées rectangulaires d’un point d’une surface (©) 
et les cosinus directeurs de la normale en ce point, ces quantités, 
considérées comme fonctions des coordonnées curvilignes u et (\ 
satisfont à des équations de la forme suivante 

D . . à:c 

àu^ H àii ùv 

D' ^ ùx 

-J J— = ~ C -f- B -r h B I J 

Ou 0 v> H ou 00 

D" f^ùx ùx 



et à celles qu’on obtiendrait en y remplaçant .r et c par y et cj 
ou par Z et c''. Dans ces équations A, Ai, B, C, Ci dépendent 
exclusivement de l’élément linéaire et sont déterminés par les équa- 
tions suivantes [III, p. aSi] 




v 3 ) 


AH 2 = 
BH-2 = 
Gir2=: 


2 du \du 2 ùo J ’ 
G c) E _ F ^ 

2 do 2 du^ 

\ do 2 du ) 2 do ’ 


AiH 2 = -_ 
BiH 2 = - 

GiH2=:~ 


F OE ^l'àF I é^E\ 

2 2 do )’ 

F ^ E ^ 

2 do 2 du ’ 

\do 2 du ) 2 do 


Quanta D, D', D'', ce sont les déterminants définis par les for- 
mules ( 6 ) [III, p. 244] et qui donnent naissance à l’identité 

( 4 ) ^ = — jj ( D du'i -H 2 D' du di> + D" dv^ ). 


926 . Les relations différenlielles entre D, D', D" sont établies 
par les formules (24) et (26) [III, p. 248]. On pourrait les dé- 
duire aussi du système (i). Car, si l’on retranche la seconde équa- 
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ion de ce système, difFérentiée par rapport à de la première 
ifiFérentiée par rapport à si l’on remplace les dérh’ées de c par 
eurs expressions (8) [III, p. ^ 44 ] et les dérivées secondes de x par 
eurs valeurs déduites des formules (i) elles-mêmes, on trouvera 

me expression linéaire par rapport ^ ^ dans laquelle les 

loefficients de ces trois quantités devront évidemment être nuis, 
în particulier, si on égale à zéro le coefficient de e, on aura la 
)remière des relations suivantes 


5 ) 



D' 

-hAiij*-h(Â — 

+ Bi -g- -l-(B — Cl) ^ 


“^ïî 


= O, 

= O, 


l’où la seconde se déduit par une permutation facile. En dévelop- 
pant on reconnaîtra aisément que ces formules sont identiques à 
pelles qui ont été données plus haut [III, p. 248]. 


927 . Nous avons déjà remarqué (n" 700 ) que ces équations, 
ointes à la formule finie (21) [III, p. 246] peuvent remplacer les 
ormules de M. Codazzi. Au reste, si l’on veut établir la relation 
mtre le système précédent et celui qui est développé au Livre V, 
Chap. II, et qui repose sur la considération du déplacement du 
.rièdre (T), il suffira de remarquer que l’on a 

6 ) dx^aiXdii -\-\xd 9 ) -\-h{y^du->rr^\d^')^ 

y) de = a{q du -H qidv ) — b{p du -h pidv) 

3t, par suite, 

; 8 ) ^dcdx = {q du-\-qi dv){ ^ du-h^idv>)—-{p du-i-pi dv){ri du-^r^x d^)- 

En comparant à l’équation ( 4 ) donnée plus haut, on voit que 
l’on doit avoir, conformément aux formules ( 43 ) [II, p. 878], 

C9) I — ^i 5 ), 

et de là on déduit, comme il fallait s’y attendre, 

(10) DD"— — — = 

D. - IV. 8 
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Lô rapprochemeot des formules precédenles ( 4 )? (8) et de 
l’équation (17) [II, p- 354 ] nous montre que l’on aura 

^ = — Sdcdx= --(üdii^+^D'dudv-i-D’dv^), 

Oa désignant la courbure de la section normale dont la direction 
est définie par les différentielles du, dv. 

928 . Cela étant, revenons au mouvement de la surface (0), qui, 
d’après les propriétés déjà données au n” 60 , peut être défini un 
roulement de ( 0 ) sur ( 0 ,). Nous avons vu que tout déplacement 
élémentaire de (0) est une rotation autour d’un axe passant par le 
point de contact, situé dans le plan tangent commun à (0) et 
à (0i)j nous avons obtenu les formules suivantes. 

Soient x,y, n les coordonnées rectangulaires du centre instan- 
tané, c’est-à-dire du point de contact de (0) et de (©1), rapportées 
à des axes invariablement liés à ( 0 ). Désignons par P, Q, R, P,, 
Q,, R, les six rotations relatives à ce mouvement. Nous sa- 
vons (n° S9) qu’en introduisant seulement trois fonctions auxi- 


liaires 1, p, pt , on peut les exprimer par les formules suivantes 

^ dx dx 

1 P = A rr- -f- [1 3 — > 

1 du ^ àç 

dx ^ dx 

(12) 1 

(i 3 ) 1 Qi = - + 

1 ^ dz dz 



Quant aux translations %, yi, s, St , elles sont définies par 

les formules 


— R7 = o, f — Rir = o> 

Tj-l-Rr— P .3 =0, (i 5 ) I T|t-1- Riir— PjS =0, 

Ç-hPj^ — Qa? = o, '( Çi-t-PijK— Qi^ = «>> 

par lesquelles on exprime que la vitesse du centre instantané con- 
sidéré comme appartenant à la surface mobile est nulle dans tout 
déplacement élémentaire. 

Nous avons indiqué au n® 60 que ces formules conduisent à une 
nouvelle méthode de recherche des surfaces applicables sur une 
surface donnée. 11 est clair en effet que, si l’on donne la surface (0), 
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la détermination des fonctions À, jji, entraînera la connaissance 
de la surface (0i ). Tout se ramène donc à la détermination de ces 
trois fonctions. 

Si l’on porte les valeurs des rotations dans les trois équations 


(i6) 


dv 

àR 

dv 


du 

du 

du 


— QRi — RQij 

= RPi - PRi, 

= PQi-QPi, 


les seules qui restent à vérifier, d’après l’analyse du n'" S9, on trouve 



et deux équations analogues en et z. Développons et remplaçons 
les dérivées secondes de cc par leurs valeurs (i) j puis égalons à zéro 

les coefficients de c, On aura les trois équations 


D {jLi — a -f- D" [x — H2 ( ) = o, 

^ -H — 2BX +C[i =0, 

du dç ^ ^ 

à[x à\ . 1^ 'v /-I 

— — — aB,X + C,a =0, 

dont l’intégration ferait connaître les valeurs les plus générales 
de X, [X, [X|. 



929. On peut les ramener à une forme beaucoup plus élégante. 
Pour faire disparaître dans la première les termes du premier 
degré, posons 


(19) 


D_Di D"— D? , D'-D'i 

ip— > llî ’ ^ - Hi ’ 


étant les inconnues que nous substituons à À, p., pi. 
Après substitution et quelques réductions, on trouve, en tenant 
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compte du système (5), les équations suivantes 


(20) 


D'2_DiDÏ = D'î-DD', 

\ H / \ B / 


d /I 




u,ules pareilles à «lias du système (5); ea sorte qoeD,. D', D; 
satisto..»^ mêmes équations que D, D'.D". Nous aUo.s mo.to 

en effet que ce sont les valeurs prises par D, D , D lorsqu a la 
surface (0) on substitue la surface (©i). 

930 Considérons le trièdre (T) que nous avons rattaché à 
chaque point de (0) pour obtenir les formules de M. Codazzi et 
dont les rotations sont définies par les composantes 7?, q, r,p„ 
a r, relatées aux axes de ce trièdre. Pour avoir les compo- 
x>f ni W P' O' R' de ces rotations par rapport aux axes 
choisis dans ce Chapitre, axes qui sont invariablement liés a (0), 
mais quelconques, il faudra employer les formules 


I P’ ap ^ J 

(oa) ) Q'= -^b'q c'rj 

I R'=a''p-hà"q-hc"r; 


P'j = api -h bqx -+- cri, 
(22) j Q'i = a'j2iH-è'g’i-t-c'ri, 
( R', = a"pi-r b’ qi + cVi- 


Bornons-nous aux deux premières et remplaçons-y a et 6 par 
leurs valeurs déduites des équations 


dx 


= « ^ -4- ^ , 


dx 




(23) ^ 

En tenant compte de ce que l’on a, en grandeur et en signe, 

(24) H = 

et utilisant les relations (9), on trouvera 

D' da: ^ p' — 51 ^ — -I- cz-,. 

(25) P = H7di;~ÎP5^ ’ 

On aura des formules analogues pour Q', Q, , R ? Ri • 
Considérant maintenant le trièdre (T) comme attaché non plus 
à la surface (0), mais à la surface (0) ), on trouverait de même pour 



ses 

(^ 6 ) 
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rotations P'', P'^, . . * les valeurs 


„ _ P 1 ^ 

du H2 d(; 


cr, 


H2 du 


B'i dcc 

ÏP ^ 


cru 
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Di, D' , désignant les valeurs que prennent D, D^, D''^' quand 
on passe à la surface (0i ). Quant à r et , leu?'s valeurs sont les 
mêmes J comme on sait, dans les deux cas, puisqu’elles dépendent 
exclusivement de l’élément linéaire et de la manière dont le 
trièdre (T) est attaché à la surface. 

Cela posé, supposons que u et v prennent des accroissements in- 
finiment petits quelconques et que (T) prenne la position (T^) 
dans la surface (0) et la position (T'') dans la surface (0i). Le 
roulement de ( 0 ) sera celui qui amènera le trièdre de sa position 
(T') en (T^O* mouvement infiniment petit peut être décom- 

posé en deux : l’un, qui amènera le trièdre de (T') en (T ) et donnera 
naissance aux rotations — V du — P'^ cfp, . . , ; l’autre, qui amènera 
le trièdre de (T) en (P'^) et donnera naissance aux rotations 
du -H P" dç\ • . • . Il suit de là que Ton doit avoir 

V du =■ P" du •+- Pj di> — P' du — P'j 


et par suite 
c’est-à-dire 

( 27 ) 

(28) 


P = P''-PS Pi = Pï-Pi, 


D' — T>\ dx D — Di dx 
H»~ dit ■' ïn~ àv’ 
D'— Dî dx , D'— D', dx 
H2 du H2 dp ’ 


et les expressions analogues pour Q, R, R^. 

On retrouve ainsi les formules ( 12 ) et (i3), mais avec les va- 
leurs ( 19 ) de \ [JL, ; et la proposition que nous avions en vue est 
entièrement démontrée. 


931. Puisque la rotation infiniment petite relative à chaque dé- 
placement a son axe dans le plan tangent, il est clair que l’on 
peut poser 

P H- Pi ^ -{- ~ OP, 

du dv ' 

QrfM-(-Qit?p= + 

R -H Ri (fp = ^ Sm -t- ^ 8p. 


(28) 
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OU et or seront les différentielles de u et de p, lorsqu’on se dé- 
place suivant Taxe de cette rotation; ils le définiront même en 
grandeur puisque, d’après les formules précédentes, ils représen- 
tent les accroissements de u et de p lorsqu’on passe de l’origine 
de cet axe infiniment petit à son extrémité. 

Or, si l’on remplace P et par exemple, par leurs valeurs 
déduites des formules ( 12 ) et (i3), il vient 

— — ou) ^ {{X du -h 1 diP — or ) = o, 

et, comme cette relation doit être vérifiée quand on y remplacer 
par y et js, il vient nécessairement 

( ôw = — Xdu — 

• I or = [idu -h X dip. 

Ces formules contiennent toutes les relations entre le déplace- 
ment du centre instantané et la rotation qui lui correspond. En 
particulier, si on les divise l’une par l’autre, on obtient l’équation 

(3o) iJ.duou-h \ {du or H- dv ou) -h \j.xdv or = 0 , 

, • ^ du Zu ^ 

qui ne contient que les quotients ^ et se rapporte, par suite, 

uniquement aux directions de l’axe instantané et du mouvement 
du centre instantané. Gomme l’équation précédente ne change 
pas lorsqu’on échange les caractérisliques rf, o, on voit que la 
relation entre ces deux directions est réciproque. Ainsi se 
trouve établie la proposition annoncée au n® 60. 

932. Imaginons maintenant que le centre instantané décrive 
une courbe (C) de (0). Cette courbe roulera sur la courbe homo- 
logue (Ci) de (01 ), et, si l’on considère les deux surfaces réglées 
lieux des positions successives de l’axe instantané dans le sys- 
tème mobile et dans l’espace, ces deux surfaces (R) et (Ri), res- 
pectivement circonscrites à (0) et à (0i ) suivant les courbes (C) 
et (Cl), rouleront l’une sur l’autre dans le déplacement consi- 
déré. Elles seront donc nécessairement applicables Vune sur 
Vautre, 

Ainsi, la connaissance de tout couple de surfaces applicables 
l’une sur l’autre entraîne celle d’une infinité de pareils couples 
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formés avec deux surfaces gauches, et cela sans aucune intégra- 
tion. Examinons maintenant les cas particuliers. 

933. Il peut se faire que la direction de l’axe instantané coïn- 
cide avec celle du déplacement du centre instantané. On aura 

alors ^ ^ ^ 

du ùv — dçou = Oj 

et l’équation (3o) nous donnera 

(3 l) [J- du- -4- 2 X du dv -h |jli dç^ = o. 

Il y a deux familles de lignes (G) satisfaisant à cette équation 
différentielle. Si le centre instantané décrit une de ces courbes, 
le mouvement se réduira au roulement d’une surface dévelop- 
pable sur une autre développable; les deux arêtes de rebrousse- 
ment seront tangentes à chaque instant. Par cela seul qu’il y a 
roulement autour de la tangente commune, on peut affirmer que 
les deux arêtes de rebroussement auront, à chaque instant, même 
plan osculateur et même rayon de courbure. 

On peut donc dire que l’équation (3i) définit deux direc- 
tions pour lesquelles deux courbes correspondantes tracées sur 
les deux surfaces (0), (0i) ont même courbure ou mieux, comme 
les courbures géodésiques sont toujours égales, ont même cour- 
bure normale. C’est ce que l’on peut vérifier de la manière sui- 
vante : 

Considérons deux sections normales correspondantes, dans(0) 
et dans (0i ); et soient p'^ les rayons de courbure de ces deux 
sections. En appliquant successivement la formule (i i) aux deux 
surfaces, on aura 

ds^ 

_ 

9'n 

et par suite, en vertu des équations ( 19 ), 

(Sa) ds^ ( = U(uLdu^-h 2^ du di> -h \x.idv^). 

\?fi 9n} 

Cette formule met en évidence la proposition annoncée en 


= i ( D du"*- -h 2 D' du d\^ H- dv*^ ), 

il 

= ^ÇÙidu'^-\-2Ti\du dv 
H. 
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montrant que les courbes définies par l’équation différentielle (3i) 
sur les deux surfaces (0), (©i) ont leurs courbures normales 
égales et de même signe. Dès à présent, on peut en déduire 
cette conséquence que ces lignes ne peuvent se confondre avec 
les lignes asymptotiques de l’une ou de l’autre des surfaces (©), 
(@^) que si ces deux surfaces sont symétriques l’une de l’autre. 
Pour qu’il en soit ainsi, en effet, il faut que D^, D', D'' soient 
proportionnels à D, D', D" et cette condition de proportionnalité 
jointe à la première des équations (20) entraîne les relations 

Di = -D, d;=— DS Dï = -D^ 

qui caractérisent deux surfaces symétriques. Ce cas particulier 
nous a servi de guide dans l’analyse précédente. 

934 . Il est un autre cas particulier des plus intéressants dans 
lequel les deux surfaces réglées (R) et (R^) qui roulent l’une sur 
l’autre se réduisent à des surfaces développables. Il a été signalé 
pour la première fois en 1891 par Ribaucour (^ ). 

Supposons que le centre instantané se déplace suivant une 
courbe (G<) de la surface {%{)* Pour que l’axe de la rotation in- 
stantanée décrive une surface développable, il faut évidemment 
qu’il coïncide soit avec la tangente à la courbe (C^) soit avec la 
conjuguée. Nous venons d’étudier la première hypothèse, exami- 
nons maintenant la seconde. Pour qu’elle se réalise, il faudra que 
les déplacements définis par les caractéristiques c/ et 0 soient à la 
fois réciproques dans le sens indiqué plus haut et conjugués par 
rapport à (©4 ). Mais, si la surface réglée circonscrite à (©i ) se ré- 
duit à une développable, elle ne peut rouler que sur une dévelop- 
pable et, par suite, les deux déplacements sont conjugués à la 
lois par rapport à (©) et à (©<). C’est d’ailleurs ce que montre 
immédiatement l’analyse; les trois équations 

D Sm -f- 'ù\du OP -h dv h- D'' do §p z= o, 

Di du oit-h D'i i^du 8p 4- do ou) -hD^ do 00 = o, 

IX du ou -h 1 (du So -h do ou) -h ixi do So = Oj 


(*) Ribaucour (A.), Sur les systèmes cycliques (Comptes rendus de VAcU’- 
démie des Sciences, t. CXIII, p. 8245 24 août 1891). 
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se réduisant nécessairement à deux en vertu des relations (19). 

D’après ces relations, ces courbes du système conjugué com- 
mun à (0) et à (01 ) se détermineront par l’équation différentielle 


( 33 ) 


du- du dv di>^ 
— D' D 
D'i -d; Di 


Elles ne seront indéterminées que dans le cas où les deux sur- 
faces seront symétriques l’une de l’autre. La double famille qu’elles 
forment ne se réduira à une famille unique que si les deux sur- 
faces ( 0 ), (01 ) sont réglées l’une et l’autre, leurs génératrices rec- 
tilignes étant des lignes correspondantes. Toutes ces propriétés 
peuvent être prévues et démontrées a priori. Quand une corres- 
pondance, point par point, est établie entre deux surfaces d’ail- 
leurs quelconques (S) et (SQ, il existe, en général, un système 
conjugué de (S), et un seul, qui correspond à un système conjugué 
de (Si). En effet, à tout réseau conjugué de (S) correspond sur 
(Si ) un système de courbes qui divisent harmoniquement le réseau 
des lignes correspondantes aux asymptotiques de (S). Si l’on veut 
qu’elles soient, en outre, conjuguées sur (S), leurs tangentes en 
chaque point seront pleinement définies par la condition de di- 
viser harmoniquement deux angles, en général distincts. Si les 
lignes asymptotiques de (S) ne correspondent pas à celles de (Si), 
il y aura un réseau répondant à la question et composé de deux 
familles distinctes, réelles ou imaginaires. Si une famille de 
lignes asymptotiques de (S) correspond à des lignes asympto- 
tiques de (Si), le réseau conjugué se réduira à une famille double, 
formée des asymptotiques qui se correspondent. Enfin, si à toutes 
les lignes asymptotiques de (S) correspondent les lignes asympto- 
tiques de (Si), tout réseau conjugué de l’une des surfaces aura 
pour homologue un réseau conjugué de la seconde (Q. 

Dans le cas particulier où les surfaces correspondantes sont (*) 


(*) Dans cet ordre d’idées, le lecteur démontrera facilement la proposition 
suivante : Quand on connaît les lignes asymptotiques d’une surface (S), on peut 
la faire correspondre, point par point, à un plan de telle manière que tout réseau 
orthogonal du plan ait pour homologue un réseau conjugué de la surface; et cela, 
sans aucune intégration. 
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applicables Tune sur Tautre, nous avons vu au n« 723 qu’en dehors 
des cas spéciaux signalés plus haut les lignes asymptotiques ne 
sont jamais des courbes correspondantes. Donc le système con- 
jugué existera toujours et se composera de deux familles distinctes, 
réelles ou imaginaires. Ces deux familles auront même cette pro- 
priété particulière que les tangentes aux deux courbes qui passent 
au même point feront le même angle sur les deux surfaces. 

Cela posé, soient (C), (Ci) deux courbes correspondantes 
appartenant à l’une ou à l’autre famille et tracées sur les deux sur- 
faces. Les deux développables circonscrites suivant ces courbes 
aux deux surfaces seront évidemment applicables l’une sur l’autre; 
car elles ne sont autres que les deux surfaces réglées (R) et (R^) 
considérées au n° 932. On peut d’ailleurs le reconnaître directe- 
ment; le lecteur établira sans peine que, pour les deux dévelop- 
pables, le segment de la génératrice rectiligne intercepté entre la 
courbe de contact et l’arête de rebroussement a la même valeur, 
et de là il déduira que les deux arêtes de rebroussement des dé- 
veloppables ont même arc et même rayon de courbure aux points 
correspondants, ce qui suffit à établir le résultat annoncé. 


933. Au sujet de ce système conjugué commun à deux surfaces, 
M. Kœnigs a fait une remarque très intéressante que nous allons 
rappeler. 

Si l’on prend comme variables les paramètres u et v des deux 
familles conjuguées qui le composent, on sait que les trois coor- 
données cartésiennes des points de chaque surface satisfont à une 
équation linéaire telle que la suivante 


( 34 ) 


du 


£0 

dv 




Il devrait donc y avoir deux équations distinctes de cette forme, 
l’une pour (0), l’autre pour (0i). En réalité, il n^y en a quhine; 
et si l’on suppose d’ailleurs les deux surfaces dans une position 
relative quelconque, mais fixe, les six coordonnées y^ z\ Xk-, 
yit -Si de deux points correspondants satisfont à une même équa- 
tion linéaire de la forme précédente. Telle est la proposition de 
M. Kœnigs. 

La démonstration en est d’ailleurs presque immédiate. Elle ré- 
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suite de ce que, dans l’équation précédente, a et ^ sont reliés aux 
coefficients E, F, G de l’élément linéaire par les formules 

(35) + ig + aF+pG = o, 

dont nous avons déjà fait usage. 

M. Kœnigs a ajouté que la même équation (34) admet aussi la 
solution 

( 36 ) . 2 ^ 

Il suffit, en effet, de substituer celte solution et de tenir compte 
de ce que y, -3, sont des solutions particulières pour 

obtenir la condition 

S dx dx r\dxi dxi _ 
du dv ^ O dv 

qui est évidemment vérifiée. Nous verrons plus loin le parti qu’on 
peut tirer de ces dijQTérentes propriétés. 

936. L’emploi du déplacement à deux variables que nous ve- 
nons d’étudier nous permet de présenter sous une autre forme 
le théorème fondamental que nous avons démontré au n® 761, 
relativement aux systèmes cycliques. Considérons d’une manière 
générale une droite {d) invariablement liée à (0) et entraînée dans 
le mouvement de cette surface, et soit m son point d’intersection 
avec le plan de contact de (©) et de (04 ). Le point m décrira une 
certaine surface dont le plan tangent en m sera celui qui projette 
la droite (rf) sur le plan de contact. En effet, tous les déplace- 
ments élémentaires étant des rotations autour de droites situées 
dans le plan de contact, la vitesse entrainement du point m 
dans ces déplacements sera toujours la normale à ce plan ; quant 
à sa vitesse relative, elle sera dirigée évidemment suivant la 
droite (rf). Le plan tangent cherché devra être normal au plan de 
contact et passer par la droite (rf). 

Cela posé, considérons une sphère (S) de rayon nul, ayant son 
centre en un point M invariablement lié à(@). Elle coupera le plan 
de contact suivant un cercle (C) dont les positions successives en- 
gendreront une congruence. Soit (rf) une génératrice rectiligne 
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déterminée de (S) ; elle coupera le cercle en un point variable m\ 
et, d’après la construction du plan tangent que nous venons d’in- 
diquer, la surface (S) décrite par le point m sera normale au 
cercle. C’est le résultat déjà démontré au n® 762. 

937. A la famille des surfaces (S) normales aux cercles, on doit 
associer deux autres familles d’enveloppes de sphères formant 
avec la première un système triple orthogonal (n° 477). Les posi- 
tions successives du cercle (C) qui engendrent ces deux familles 
de surfaces correspondent aux deux séries de roulements dans 
lesquels le centre instantané décrit une des courbes du système 
conjugué commun à (0) et à (©<). Il suffira, pour le démontrer, 
d’établir que les développables de la congruence engendrée par 
l’axe du cercle (C) dans ses différentes positions correspondent à 
ces mêmes courbes conjuguées (n® 472). 

Abaissons du point M invariablement lié à (©) une perpendicu- 
laire sur le plan de contact de (0) et de Les différentes posi- 
tions de cette perpendiculaire seront les axes des positions 
successives du cercle (C). Si l’on se déplace sur la surface (0^), 
deux positions consécutives de la perpendiculaire seront perpen- 
diculaires à la caractéristique du plan tangent à (0^), c’est-à-dire à 
la tangente conjuguée de la direction du déplacement. Pour que 
la perpendiculaire engendre un élément de surface développable, 
il sera donc nécessaire et suffisant que le déplacement du point M 
soit, lui aussi, perpendiculaire à cette conjuguée. C’est ce qui aura 
lieu si cette tangente conjuguée est l’axe de rotation du déplace- 
ment, c’est-à-dire si ce déplacement a lieu suivant une des 
courbes du système conjugué commun à (0) et à (©O- Nous obte- 
nons ainsi les deux séries de développables de la congruence et 
notre proposition est établie. 

Au reste, l’analyse en fournit aussi une démonstration des plus 
simples. 

938- Nous avons vu (n® 758) [III, p. 348] que si, de chaque 
point d’une surface comme centre, on décrit une sphère de rayon 
variable, les points de contact de cette sphère avec son enveloppe 
demeurent invariables quand la surface se déforme en demeurant 
applicable sur elle-même. Par suite, si, du point de contact de (0) 
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et de pris comme centre, on décrit une sphère dont le rajon 
varie suivant une loi quelconque, les points où cette sphère touche 
son enveloppe sont les mêmes, qu’on la considère, soit comme 
appartenant à(0), soit comme appartenant à (@4). En d’autres 
termes, on obtiendra deux enveloppes de sphères, l’une dans 
l’espace, l’autre dans le système mobile. Ces deux enveloppes 
glisseront l’une sur l’autre et seront toujours tangentes en deux 
points placés symétriquement par rapport au plan de contact de (0) 
et de (04). 

Considérons, en particulier, une sphère définie dans le système 
fixe par l’équation 

(Sy) Y 2 -hZ 2 — arriX — — 2-31Z 4 - 6 = o, 

où^ 4 ,jK 4? sont les coordonnées du centre instantané par rap- 
port à des axes fixes et où 9 est une solution quelconque de l’é- 
quation (34) relative au système conjugué commun. La sphère 
touche son enveloppe en deux points P, P' qui sont les mêmes 
quand on la considère comme faisant partie, soit du système fixe, 
soit du système mobile; mais la corde de contact PP' engendre 
deux congruences distinctes, suivant qu’on la rattache à l’une ou à 
l’autre des surfaces (0), (0i)‘ Bien que distinctes, ces congruences 
ont à chaque instant lesmêmes plans focaux; car ces plans focaux 
doivent être (n° 473) perpendiculaires aux tangentes du système 
conjugué commun. On peut donc dire que les développables de 
la congruence engendrée parles droites PP' se conservent lorsque 
la surface (0) se déforme en entraînant ces droites de manière à 
venir coïncider avec (0^), et elles correspondent aux courbes du 
système conjugué commun à (0) et à (04). Ajoutons toutefois que, 
si les plans focaux des droites de ces congruences demeurent in- 
variables, il n’en est pas de même de leurs points focaux. 

Appliquons la remarque générale précédente au cas où l’on 
choisit pour 9 une solution particulière déjà indiquée plus haut. 
Si y, Z désignent les coordonnées du centre instantané par 
rapport à des axes invariablement liés à (0), nous avons vu que 
l'équation (34) admet la solution 

61 = H- JK? H- -Î - a?’- -y® - 

Gomme la sphère représentée par l’équation (37) a, dans ce cas, 
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pour rayon 

son équation par rapport ajnx axes mobiles sera évidemment 

(X-ir)24-(Y -j)2-h(Z — 


ou encore 

X2-i- Y2-f- Z2— 2 Xa? — ‘lYy — ‘iZz = o, 

et elle passera par un point fixe du système mobile, à savoir Pori- 
gine des coordonnées; de sorte que sa corde de contact sera la 
perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan de contact de (0) 
et de (00? Taxe du cercle appartenant au système cy- 

clique déterminé par la sphère de rayon nul ayant son centre en ce 
point. Par suite, dans ce cas particulier comme dans celui où 6 est 
une solution quelconque de l’équation (34), les développables de 
la congruence engendrée par cet axe correspondront aux courbes 
du système conjugué commun à (0) et à (0i). 

939. D’après cela, si M désigne un point du système mobile in- 
variablement lié à (0), le système cyclique dérivé de ce point se 
définira comme il suit. 

Les dififérents cercles (G) du système seront les intersections 
du point-sphère M avec les positions successives du plan de con- 
tact de (0) et de (0^). 

Les dilFérentes surfaces (S) normales aux positions successives 
du cercle (G) seront engendrées par le point d’intersection, avec 
ce plan de contact, d’une génératrice rectiligne déterminée, mais 
quelconque, du point-sphère M. Chacune de ces surfaces consti- 
tuera l’uniqne nappe focale située à distance finie de la congruence 
engendrée par cette génératrice isotrope. 

Enfin les deux familles de surfaces (E), (E^) qui complètent 
avec la famille (S) le système triple orthogonal se définiront de la 
manière suivante : Quand le point de contact de (0) et de (0i) 
décrira une des courbes du système conjugué commun, l’axe du 
cercle (G) engendrera une surface développable (A) ; les différentes 
positions de ce cercle engendreront une des surfaces (E) ou (E'), 
qui sera une enveloppe de sphère et sera touchée, en tous les 
points du cercle (G), par la sphère qui contient ce cercle et a son 
centre au point de contact de l’axe du cercle et de l’arête de re- 
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broussemeat de la développable (A), c’est-à-dire à l’un des points 
focaux de cet axe. 

A chaque cercle (C) correspondent évidemment deux sphères 
qui le contiennent et qui ont pour centres les deux points focaux F 
et F' {fig- 86) de Taxe de ce cercle. Comme le rajon du cercle 
(C) est égal à f.MP, P désignant le point où l’axe du cercle coupe 
le plan de contact, les angles <p et®' sous lesquels les deux sphères 
coupent le plan de contact sont évidemment déterminés par les 
formules 

.MP , .MP 

tang? = tangcp'rr i — , 

et, comme elles sont orthogonales, on aura nécessairement 

MP FT. 

En d’autres termes, les foyers F. F' divisent harmoniquement le 
segment formé parle point M et son symétrique relativement au 
plan de contact. 

Le lecteur pourra vérifier cette relation en étudiant directement 
la congruence rectiligne formée par l’axe du cercle (C); il re- 
connaîtra également ce fait important que l’angle y sous lequel le 
plan de contact est coupé par une des sphères demeure le même 
pour chaque position de (©) et de (©<) lorsqu’on substitue au 
point M tout autre point invariablement lié, lui aussi, à (©). 
Nous préférons établir ce dernier résultat par la méthode suivante. 

940. Soient M, !M^ deux points du système mobile invariable- 
ment liés à (0). Les perpendiculaires abaissées de ces points sur le 
plan de contact de (0) et de (0^) engendrent deux congruences 
distinctes dont les développables se correspondent, puisqu’elles 
correspondent au même système conjugué de (0). Envisageons 
d’une manière générale les congruences engendrées par deux 
droites parallèles et pour lesquelles les développables se corres- 
pondent. Voici les propriétés générales que nous avons déjà si- 
gnalées à leur égard (n® 920) et que nous compléterons en les 
démontrant de nouveau par une voie directe (^). (*) 


(*) Ribaucour y avait été conduit de son côté et les a énoncées dans une Note 
Sur les systèmes cycliques insérée le 17 août 189T au Tome CXIII des Comptes 
rendus de V Académie des Sciences (p. 3o4 et 324). 
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941. Soient (rf) et {d') {Jig. 85) les deux droites parallèles; 
F, F( les points focaux de la première; F', F) les points focaux 
correspondants de la seconde. Quand les droites varient, ces points 
focaux décrivent les nappes focales des deux congruences, nappes 
que nous désignerons respectivement par les lettres (F), (P), 


Fig. 85. 



(Fi), (F'). Cela posé, quand la droite (d) engendre une déve- 
loppable, elle demeure tangente, par exemple, à la courbe décrite 
par le point F et alors la droite (d) demeure tangente à la courbe 
décrite par le point F'. Les deux courbes décrites par F et par F' 
aj-ant leurs tangentes parallèles ont, par suite, leurs plans oscu- 
lateurs parallèles; et comme ces plans oscillateurs (n° 31 8) sont 
les plans tangents aux nappes (F^ ), (F^ ), il en résulte que ces deux 
nappes se correspondent par parallélisme des plans tangents. En 
considérant F autre série de développables on démontrera de même 
que les plans tangents aux points correspondants de (F) et de (F^) 
sont parallèles. D’après les propositions énoncées au n*^ 319, les 
développables engendrées par (d) et par (d) correspondent à un 
système conjugué tracé sur les quatre nappes, et, d’après d’autres 
propositions données au n®426, on sait que, lorsque deux surfaces 
se correspondent par plans tangents parallèles, les courbes du 
système conjugué commun ont, sur les deux surfaces, leurs tan- 
gentes parallèles. De plus, lorsqu’on se déplace suivant l’une des 
courbes du système conjugué commun, la droite qui joint les 
points correspondants des deux surfaces engendre aussi une déve- 
loppable. Nous voyons donc qu’ici les droites FF', F^ F'^ engendre- 
ront des développables en même temps que les droites (d) et (d). 



roulement de deux surfaces l’une sur l’autre. lag 

Considérons d’abord les développables pour lesquelles les arêtes 
de rebroussement sont décrites par les points F et F'; la caracté- 
ristique du plan des deux droites sera alors la ligne FF^ Dans 
Vautre série de développables ce serait la droite Donc la 

surf ace enveloppée par le plan des deux droites touche ce plan 
au point P de rencontre de FF' et deF^ F' . D’autre part, comme 
les deux tangentes PFF', PF^F' décrivent en même temps des dé- 
veloppables, il est nécessaire qu’elles soient conjuguées et que, 
dans la première série, lorsque F, F' décrivent des courbes tan- 
gentes aux deux droites, le point P décrive une courbe tangente 
àPFiF'. Ainsi : 

Si deux droites parallèles engendrent des congruences dont 
les développables se correspondent^ le plan de ces droites 
touche une certaine surface (S) et les points focaux des deux 
droites sont sur deux tangentes conjuguées de (S); de telle 
sorte que les congruences formées de ces droites correspondent 
aux deux familles de courbes de (S) admettant les deux tan-- 
genîes conjuguées. 

Lorsque le point P décrira une de ces courbes conjuguées, les 
deux droites (rf), (J') seront tangentes aux deux courbes qui sont 
décrites par les points où elles sont coupées par la tangente con- 
juguée de la direction suivie par le point P. 

942. On peut ajouter encore la propriété suivante : 

Définissons un rayon R par l’égalité 

PF _ R 
PF' ““ R -h A ’ 

où h désigne une constante quelconque. Décrivons, du point P 
comme centre, des sphères (S), (S') de rayons R et R -|- A. La po- 
laire de {d) par rapport à [^')sera la corde de contact de cette 
sphère avec son enveloppe; et de même la polaire de (c/') par 
rapport à (S'). 

En effet, menons par la droite {d) un plan (P ) tangent à (S). En 
vertu de la relation précédente, le plan parallèle (P') mené par (rf') 
sera langent à (S') et il sera à la distance A du premier. Comme les 
deux plans ainsi construits ont leur distance invariable, ils enve- 
D. - IV. 9 
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lüpperont évidemment deux surfaces parallèles; et, pour tout dé- 
placement, leurs caractéristiques, nécessairement parallèles, seront 
perpendiculaires à la normale commune des deux enveloppes. En 
d’autres termes, toute droite rencontrant ces deux caractéristiques 
rencontrera aussi la normale commune aux deux surfaces pa- 
rallèles. 

Or quand les droites (d) et (d') décrivent des développables, 
celles par exemple pour lesquelles les arêtes de rebroussement sont 
décrites par les points F et F', la caractéristique du plan (P) passera 
évidemment en F et celle du plan (F) en F^ Donc la droite FF 
rencontrera la normale commune aux deux enveloppes. Gomme 
on peut répéter le même raisonnement pour la droite F^F' on 
voit que la normale commune ira passer en P au point de ren- 
contre de FF^ et de F, F'^ . Par suite, les points de contact des plans 
(P) et (P') avec leurs enveloppes sont sur la perpendiculaire 
commune abaissée de P sur ces deux plans; ce sont précisément 
les points de contact des sphères (S), (S') avec ces plans; de 
sorte que les enveloppes de ces deux sphères sont identiques aux 
enveloppes des plans. Cela établit la proposition annoncée. 

Nous avions vu au n® 474 que si, des différents points d’une 
surface comme centre, on décrit une sphère de rayon variable R, 
les points focaux de la polaire de la corde de contact de la sphère 
avec son enveloppe sont sur deux tangentes conjuguées de la sur- 
face; et il résulte de l’analj’se développée dans ce numéro que 
deux sphères dont les rayons diffèrent d’une constante donnent 
dans le plan langent deux polaires parallèles appartenant à des 
congruences dont les développables se correspondent. Les consi- 
dérations géométriques que nous venons d’exposer prouvent que 
ron obtiendra par cette construction tous les systèmes de deux 
droites parallèles engendrant des congruences dont les dé- 
çeloppables se correspondent, 

943. Pour compléter l’étude de ce sujet, nous établirons la 
réciproque de la proposition démontrée au n° 474, en prouvant 
que si une droite {d) {fig* 85), située dans le plan tangent d’une 
surface (S) et définie pour chaque position de ce plan, engendre, 
lorsqu’il varie, une congruence telle que ses points focaux F, F^ 
soient toujours situés sur deux tangentes conjuguées PF, PF^ de 
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(S), elle peut toujours être considérée comme la polaire de la 
corde de contact (pour abréger nous dirons polaire) d’une sphère 
variable ayant son centre sur la surface (S). Le rayon de cette 
sphère sera déterminé à un facteur constant près. 

Supposons, en effet, que la droite FF^ se déplace de manière à 
engendrer la développable pour laquelle le point focal est F; la 
caractéristique du plan tangent sera évidemment PF et, par suite, 
le point P se déplacera suivant PF< ; les droites PF, PFi engen- 
dreront des éléments de surfaces développables. En répétant ce 
raisonnement pour le second point F^ on établira que les déve- 
loppables de la congruence engendrée par FFi correspondent sur 
(S) aux courbes du réseau conjugué admettant en P les tangentes 
PF, PF^ ; et, par conséquent, que la surface décrite par le point 
F sera coupée suivant deux familles de courbes conjuguées par 
les développables de la congruence engendrée par PF. Si donc 
y y désignent les coordonnées cartésiennes du point P, si p, p^ 

senties paramètres des deux familles conjuguées tracées sur (S) 
(p restant constant sur les courbes qui admettent la tangente PF i ), 
les coordonnées cartésiennes du point F seront (n° 418) 

Q dx ^ ^ ày ^ ^ âz 

^ dp ’ ^ ^ dp ^ ^ dp ’ 

dp dp dp 

6 étant une certaine solution de l’équation linéaire du second 
ordre à laquelle satisfont z considérées comme fonctions 

de p, p f . 

En faisant varier p^ et différentiant les expressions précédentes 
des coordonnées de F, on aura les paramètres directeurs de FFj^ 
qu’on pourra mettre sous la forme 


dx 

dx 


ÊL 

àz 

dz 

df 

Jfi 

dp 

dpi 

d^ 

d^ . 

d6 

il ’ 

de 

æ ’ 

de 

de " 

dp 

dpi 

dp 

dpi 

dp 

dpi 


et la symétrie parfaite de ces expressions conduit à adopter pour 
lès coordonnées du point F^ les valeurs suivantes 

6 do? ô dy 6 d3 

dpi dpi dpi 

qui sont les seules satisfaisant à la question. 
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Or il suffît de comparer ces expressions des coordonnées des 
points focaux F, Fi à celles que nous avons données au n® 474 
pour reconnaître que la droite (d) sera la polaire de toutes les 
sphères dont le rajon R satisfait à la condition 

R “ e 

et de celles-là seulement. On tire de là 

R = aO, 

a désignant une constante quelconque, et notre proposition se 
trouve ainsi entièrement établie. 

944. Cette proposition nous montre que les différentes droites 
[d) situées dans les plans tangents d’une surface (S) peuvent en- 
gendrer deux espèces bien distinctes de congruences : les unes, 
pour lesquelles les points focaux de la droite ne sont pas sur deux 
tangentes conjuguées de (S); les autres, au contraire, pour les- 
quelles les tangentes contenant ces points focaux sont conjuguées. 
Pour ces dernières seulement, la droite de la congruence peut 
être définie comme la polaire d’une sphère variable ajant son 
centre sur la surface donnée. Ces congruences sont aussi les seules 
pour lesquelles il existe dans le plan tangent de (S) des droites {d) 
parallèles à {d) et qui engendrent des congruences dont les déve- 
loppables correspondent à leurs développables. Si l’on désigne 
par d et rf'les distances des droites {d) et {d) au point P, on doit 
avoir, d’après une propriété établie plus haut, 

h 

~ — R A _ of. 

PF "~R~ ““ 

On voit donc que la droite {d) dépendra de la seule constante 
par suite, dans chaque plan tangent de (S), il y aura un seul 

faisceau de droites {d) parallèles à (rf); et les distances mutuelles 
de ces droites conserveront un rapport invariable lorsque le plan 
tangent variera. 

Si des droites (rf) sont les polaires d’une famille de sphères 
ayant leur centre sur (S), cette propriété se conserve, d’après le 
théorème établi au n» 7o8 et déjà rappelé au n° 938, lorsque la sur- 
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face se déforme en entraînant les sphères, les plans tangents et 
les droites {d). Par conséquent, la distinction que nous avons 
établie entre les congruences engendrées par les droites situées 
dans les plans tangents de (S) subsiste après une déformation 
quelconque de cette surface : si les droites {d) étaient les polaires 
d’une famille de sphères, elle conserveront cette propriété après 
la déformation ; elles ne pourront l’acquérir si elles ne la possé- 
daient pas. Nous pouvons conclure de là que : 

Si deux droites parallèles situées dans les plans tangents 
de (S) engendrent des congruences pour lesquelles les déve- 
loppables se correspondent, elles conserveront cette propriété 
lorsque (S) se déformera en les entraînant. 

Nous ferons usage plus loin de cette proposition. 

94o. Revenons aux systèmes cycliques et aux deux congruences 
engendrées par les perpendiculaires abaissées de deux points M, M, 
sur le plan tangent commun à (©) et à (0^). Le plan de ces deux per- 
pendiculaires est le plan projetant de la droite MM \ . Donc (n® 936) 
il touchera son enveloppe au point m où cette droite prolongée va 
rencontrer le plan de contact {fg. 86). 

Donc, d’après la proposition du n° 941, les points focaux F, F' 
et Fi, F', {fg- 86) des droites MP et Mi Pi sont situés deux à 
deux sur des droites concourantes en m] et ces deux droites mF, 
mF^ sont même des tangentes conjuguées de la surface lieu du 
point m. Soit (C) le cercle relatif au point M, (Ci ) le cercle relatif 
au point Mi. Les sphères qui contiennent ces deux cercles et qui 
ont pour centre, la première le point F, la seconde le point Fi, 
coupent le plan de contact sous des angles ©, îpi déterminés par 
les formules 

.MP .Ml Pt 

tangç = ï ^ » tangcpi = i 

Les deux points F, Fi étant en ligne droite avec m, on aura évi- 
demment 

tango = tangcpi. 

Donc, pour tous les systèmes cycliques correspondants à la 
triple infinité de points que Von peut rattacher à (0), les enve- 
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loppes de sphères engendrées par les différents, cercles lorsque 
le centre instantané décrit une des courbes du système con- 
jugué commun, coupent toutes sous le même angle le plan de 
contact de (0) et de (0i). 


Fig. 86. 



Ajoutons la remarque suivante : les rayons des deux cercles (C), 
(Cl) peuvent être pris égaux en grandeur et en signe aux or- 
données PM, Pi Ml, multipliées l’une et l’autre par i. Avec ce 
signe donné aux rayons, m est le centre de similitude des deux 
cercles. L’un quelconque des deux plans isotropes que l’on peut 
mener par la droite MMi touchera les deux points sphères M etMi 
suivant deux droites isotropes invariablement liées au système 
mobile et coupera le plan de contact suivant une des tangentes 
communes menées de m aux deux cercles. Donc les deux points 
de contact de chacune de ces tangentes décriront deux surfaces 
normales aux deux cercles, et ces surfaces seront parallèles 
puisque la distance des deux points de contact sur les deux cercles 
est constante et égale, comme on le démontre aisément, à la 
distance des deux points M, M| . 

946. On peut compléter cette étude du mouvement de (0) 
sur (0i), déterminer par exemple les points où une surface inva- 
riablement liée à (0) touche son enveloppe, points qui sont les 
pieds des normales abaissées du centre instantané sur la surface. 
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On déterminera de même les points focaux de la congruence 
engendrée par une courbe invariablement liée à (0). On peut 
aussi étudier la congruence engendrée par les courbes (K) qui 
sont les sections d’une surface (S) invariablement liée au système 
mobile par le plan de contact de (0) et de (0i). On reconnaîtra 
aisément par la Géométrie comment on peut assembler ces 
courbes (K) en familles admettant une enveloppe. Nous nous 
bornerons à considérer avec Ribaucour le cas où la surface (S) se 
réduit à un plan (P) qui coupe le plan de contact suivant une 
droite (d). Nous allons montrer que les développables de la con- 
gruence engendrée par cette droite correspondent aux courbes 
du système conjugué commun et que leurs points focaux sont 
sur les tangentes menées à ces courbes au centre instantané. 

Le lecteur fera aisément la démonstration géométrique. Nous 
nous contenterons d’employer l’analyse. 

Si, du point de contact de (0) et de (0i ) comme centre, on dé^ 
crit une sphère tangente au plan (P), la droite (rf) sera évidem- 
ment la polaire de la corde de contact de cette sphère avec son en- 
veloppe. Pour retrouver le théorème que nous voulons établir, il 
suffît de se rappeler la proposition du n® 474 et de remarquer 
qu’ici le rayon de la sphère est une fonction linéaire à coefficients 
constants des coordonnées a:, z définies au n® 938. Par suite, 
l’équation ponctuelle relative au système conjugué dont il est 
question au n° 474 est bien celle à laquelle satisfont x^ y, 

Zi et qui se rapporte au système conjugué commun à (0) et 

à(0,)- 

Cette démonstration suppose essentiellement que le plan (P) 
n’est pas isotrope. Mais la proposition subsiste même dans ce cas 
exceptionnel. Il suffit de remarquer que, dans le cas général, on peut 
prendre pour le rayon de la sphère non plus la distance au plan (P), 
mais une quantité proportionnelle à cette distance (n®943), c’est- 
à-dire une fonction linéaire à coefficients constants des coordon- 
nées x^ y, Z qui, égalée à zéro, donne l’équation du plan (P). 
Ainsi énoncée, la proposition subsiste sans modification lorsque le 
plan (P) devient isotrope. 

947. Si nous considérons deux plans parallèles (P), (F) inva- 
riablement liés au système mobile, nous obtiendrons deux droites 
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(d), {d!) dont les plans focaux seront nécessairement parallèles 
et dont les points focaux seront sur les deux tangentes conjuguées 
de (B) et de (0^ ) relatives au centre instantané. 

En particulier, si les plans (P), (P') sont isotropes, les deux 
droites {d),{d^) sont normales Tune et l’autre à une surface (n° 762) 
€it piiisajuQ leurs plczTis focaux sont pcci nlleleSy deux des surfaces 
normales à ces droites admettent la même représentation sphé- 
rique pour leurs lignes de courbure. Ces deux surfaces seront 
décrites par les points d intersection du plan de contact et de 
deux droites isotropes parallèles invariablement liées à ( 0 ), 
situées respectivement dans les plans (P) et (P^)* 

Ainsi la connaissance d’un couple de surfaces applicables l’une 
sur l’autre entraîne celle d’une infinité de couples de surfaces ad- 
mettant la même représentation sphérique. Dans les Chapitres sui- 
vants, nous établirons la réciproque et nous mettrons en évidence 
les relations qui existent entre le problème de la représentation 
sphérique et celui delà déformation infiniment petite, en dévelop- 
pant les résultats qui ont été indiqués dès 1 S 82 et i883 dans une 
série de Communications faites à l’Académie des Sciences. 
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CHAPITRE YII. 

LES SYSTÈMES CYCLIQUES ET LES SURFACES APPLICABLES. 

Rappel des formules établies au Livre IV, Cbap. XV, et relatives au système ortho- 
gonal formé par les lignes de courbure. — Relation entre les deux équations, 
ponctuelle et tangentielle, relatives au système conjugué formé par ces lignes. 

Détermination des surfaces admettant la même représentation sphérique 

qu’une surface donnée (S). — Rappel de la première solution. — Théorème de 
Ribaucour qui montre que les surfaces cherchées admettent pour normales les 
cordes de contact d’une famille de sphères ayant leur centre sur la surface (S). 
— Détermination des systèmes cycliques engendrés par des cercles normaux 
à (S). — Propriétés géométriques relatives aux systèmes cycliques. — Propo- 
sitions qui rattachent la théorie de la représentation sphérique à celle de la dé- 
formation des surfaces, — Détermination des systèmes cycliques déduite d’un 
couple de surfaces applicables. <— Ce que deviennent les réseaux I, II, III du 
Chapitre III pour un couple de surfaces applicables (0), (0,). — Définition 
nouvelle de la méthode de transformation introduite au n» 903 sous le nom 
à.' inversion composée. — Les formules qui permettent de définir le roulement 
de (0) sur (0i). — Détermination de tous les systèmes triples orthogonaux 
pour lesquels une des familles est composée de surfaces à lignes de courbure 
planes dans un système. 


948. Rappelons rapidement les résultats établis au Livre T\% 
Chap. XV [II, p. 338 et suiv.]. Nous avons désigné par 
les coordonnées rectangulaires d’un point variable d’une surface 
quelconque (S), par c, c', les cosinus directeurs de la normale 
en ce point et nous nous sommes proposé de trouver tous les 
systèmes cycliques formés de cercles normaux à (S). Pour cela 
nous avons pris comme point de départ les équations d’Olinde 
Rodrigues 


(0 


I dx 

¥ 

dos 




O, 


O, 


dp dp 




= 0 , 


dz 

d^ 



==o, 


dz ^ âc 

dpi dpi 


= O, 


OÙ P et P 1 désignent les paramètres des lignes de courbure, R et Ri 
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les rayons de courbure principaux de (S). Considérons d’une ma- 
nière générale le système 


(*^) 


dp 



àpi 



O. 


Il résulte des formules précédentes qu’il admet les solutions 
particulières 

jX = ^, I=r, i = z, 


mais nous avons aussi remarqué (n^^ 481 ) qu’il admet encore la so- 
lution particulière définie par les équations 


(4) 


1 = 


5 

2 




Si l’on élimine X entre les deux équations ( 2 ) on sera conduit à 
l’équation du second ordre 



qui, devant admettre les solutions particulières 
c, c', c% 


sera l’équation tangentielle relative au système conjugué formé 
par les lignes de courbure de (2). De même si, entre les deux 
équations ( 2 ), on élimine [x, on trouvera que X satisfait à l’équa- 
tion 


( 6 ) 



qui n’est autre que l’équation ponctuelle relative au même système 
conjugué puisqu’elle admet les solutions particulières 


X, Z, 

La liaison que le système ( 2 ) établit entre ces deux équations 
aux dérivées partielles (5) et (6) met en évidence le fait suivant : 
V intégration de Vune quelconque des deux équations en- 
traînera celle de Vautre^ qui s' obtiendra par une simple 
quadrature à deux variables indépendantes. Cela résulte des 
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( 7 ) 






tout à fait équivalentes à ce système ( 2 ). 
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919. D’après cela, si l’on veut déterminer toutes les surfaces 
ayant même représentation sphérique que (S), il suffira (n° 162) 
de choisir une solution quelconque de l’équation (5) et de 
prendre l’enveloppe du plan défini par l’équation 

cX-Hc'Y-hc^Z-rjL'=o. 


Mais, pour établir les relations géométriques qui vont suivre, 
nous introduirons, au lieu de (x', la fonction 

JJL = — (^cx -H c'y - 4 * c^z), 


qui est également une solution de l’équation (5). Le plan qui en- 
veloppe la surface cherchée aura donc pour équation 

(8) c(X~a7)-+-c'(Y— — 5 )= H-) 


de sorte que toute surface (S^) ayant même représentation sphé- 
rique que (S) sera définie par les trois équations 


( 9 ) 


c(x'—x)-^ c'(y — y)-h c''(z'—z)= \x, 
de , , . àc' , , . àc" , , , ^îx 

àc , , . àc', , . àc" , f . àfj. 


'Pl 






ypl 


où y\ désignent les coordonnées du point de (S') pour lequel 
le plan tangent est parallèle au plan tangent de (S). Prises sépa- 
rément, les trois équations précédentes représentent, l’une le plan 
tangent, les deux autres les plans principaux de (S^). 


980. Les formules que nous venons de rappeler permettent de 
démontrer presque immédiatement un théorème de Ribaucour, 
Associons à la solution [x la fonction \ vérifiant les deux équa- 
tions ( 2 ) et définie par la première quadrature ( 7 ). En multipliant 
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par R et Ri respectivement les deux dernières équations (g), on 
pourra leur donner la forme 


( 10 ) 


dp''^ àp'' dp" 

I dx , , . ^ ' r V àX 

Wpi àpi ‘ dpi c^pi 


Si Ton y regarde pour un instant z' comme des coor- 

données courantes, ces deux équations représentent évidemment 
la normale à (S'). D’autre part, considérons la sphère (S) définie 
par l’équation 

(n) (a?' — a?) 2 -t-(y— 5)2 = — aX. 

Les mêmes équations (10) représentent la corde qui joint les 
deux points de contact de cette sphère avec son enveloppe. Comme 
la sphère (S) a son centre au point (æ?, y, qui appartient à (S ), 
on peut donc énoncer la proposition suivante : 

Étant données deux surfaces (S), (S') ayant même repré- 
sentation sphérique^ chacune peut être considérée comme nor- 
male aux cordes de contact d^une famille de sphères ayant 
leur centre sur Vautre surface (^). 


Les deux familles de sphères dont il est question dans l’énoncé 
précédent ne sont même pas entièrement déterminées quand on 
connaît seulement les deux surfaces (S), (S'). Considérons, par 
exemple, la sphère (S) définie par l’équation (i i); son rayon 
dépend de \ qui, lorsque (S^) est connue, c’est-à-dire lorsque [jl 
est donnée, est défini par la première des quadratures (7). On 
peut donc toujours ajouter une constante à X, c’est-à-dire aug- 
menter d’une quantité déterminée quelconque les carrés des 
rayons de toutes les sphères qui composent les familles dont il est 
question dans l’énoncé précédent. 

Le théorème de Ribaucour conduit à une nouvelle solution du 
problème de la représentation sphérique. Comme X est une solu- 
tion de l’équation (6), c’est-à-dire de l’équation ponctuelle rela- (*) 


(*) Ribaucour, Sur une propriété des surfaces enveloppes de sphères 
(Comptes rendus, t. LXVH, p. i 334 ; 1868). 
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tive au sj’stème conjugué formé par les lignes de courbure de (S), 
on voit que toute solution \ de cette équation donnera les 
normales à Vune des surfaces cherchées (S') par les équa- 
tions (lo), dest-à-dire comme cordes de contact de la sphère dé- 
finie par f équation (ii). Mais remarquons que, pour avoir 
effectivement la surface cherchée, et non plus seulement ses nor- 
males, il restera à déterminer [x par la seconde des quadratures (7). 
La constante introduite par cette quadrature fournira toutes les 
surfaces admettant les mêmes normales. 


9d1* Nous avons vu au n® 482 qu’à chaque système cyclique 
formé de cercles normaux à (S) on peut associer un système \ p. 
de solutions du système (2) et vice versa. Étudions les relations 
géométriques entre ce système cyclique et le couple des surfaces 
(S), admettant la même représentation sphérique et corres- 
pondant à la solution p.. 

Soient i^fig- 87) M et M' deux points correspondants quel- 
conques des surfaces (S), (S^) ; MR, M'R' les deux normales en ces 
points aux deux surfaces, normales nécessairement parallèles. 
Reprenons les équations (09) et (60) données aux n*^® 481, 482 

[II, p. 341] 


02 ) { 


-h2X[ c(X — x)-^ c'{Y — y)-{- c"(Z — :;)]=o, 

^ [(X _ (¥-,>■)■+ (Z 

^[(X-a:)2+(Y-x)S + (Z-=)2] 

Ûpi 

.[dc^r , dd , de" „ .1 


équations qui font connaître les coordonnées X, Y, Z d’un point 
variable en fonction des trois variables p, p^, Oo. Nous avons vu 
que les valeurs de p, p^ , po tirées de ces trois équations sont les pa- 
ramètres des trois familles qui composent le système orthogonal. 
Si nous considérons seulement les deux dernières équations (12), 
elles représentent, pour chaque système de valeurs de p et de pi, 
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lin cercle (C) normal en M à (S), cercle qui engendre le système 
cyclique considéré. La sphère représentée par la première des 
équations (ï^) admets lorsque p et p^ varientj une enveloppe à 
deux nappes qui se compose de la surface (S) et d’une des sur- 
faces normales à toutes les positions du cercle (C). L’ensemble 

Fig. 87. 



de ces enveloppes forme la famille des surfaces de paramètre Oo. 
Prises séparément, la deuxième et la troisième équation repré- 
sentent deux sphères orthogonales se coupant suivant le cercle (C) 
et tangentes en tous les points de ce cercle aux enveloppes de 
sphères (E), (E^) qui constituent la deuxième et la troisième 
famille de notre système orthogonal. Par exemple, pour obtenir 
toutes les enveloppes (E) de paramètre p, on peut éliminer pt 
entre les deux dernières équations (12) ou, ce qui est la même 
chose quant au résultat, prendre l’enveloppe de la sphère définie 
par la seconde équation en faisant varier pi seulement . Tous 
ces résultats sont acquis et ont été démontrés au Livre IV, 
Chap. XV. Comme d’ailleurs on peut toujours se donner arbi- 
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traitement la surface (S), il est clair que les équations précédentes 
définissent le système cyclique le plus général rapporté à Tune 
quelconque des trajectoires orthogonales de tous les cercles, 
pourvu que l’on choisisse pour \ et p. les solutions les plus géné- 
rales du système (2) relatif à la surface (S). 

9 o 2 . Tous ces points étant rappelés, reprenons les deux der- 
nières équations (9) qui définissent la normale à la surface (S') 
et comparons-les aux deux dernières (12) qui représentent le 
cercle (C). On passe des unes aux autres par la substitution 

cp'—x _ y — y _ 3 ' — Z — a). 

X — ^ ”■ Y ■“ Z — ^ (X — iî7)24-(Y — 

Ces formules considérées comme établissant une relation entre 
les deux points (X, Y, Z) et y, z^) définissent évidemment une 
inversion dont le pôle est le point Met dont le module tslsj — 2 À, 
c’est-à-dire dont la sphère principale est la sphère (S). Cette 
même substitution, appliquée à la première des équations (12), la 
transforme de même dans la suivante 

(l3) c\y -- y)->r c\z' — z) — p-f- P 2 ; 

c’est l’équation d’un plan qui enveloppe une surface parallèle 
à (S^) et menée à la distance pa de (S'). On peut donc énoncer le 
théorème suivant : 

Etant données deux surfaces (S), {fl) qui ont la même re- 
présentation sphérique, soient M, M' deux points correspon- 
dants pris respectivement sur ces deux surfaces- La normale 
en W peut toujours être considérée comme la corde de contact 
d'une sphère (S) ayant son centre e/iMei dont le rayon sj—dk 
dépend de la quadrature qui détermine La figure inverse 
de cette normale par rapport à la sphère (S) est un cercle (C) 
dont les différentes positions engendrent un système cyclique - 
Ce cercle, évidemment normal enlAà (S), passe par les points 
dHnlersection ^ et de la sphère (S) et de la normale en 
Les différents points m! -, ml^ de ce cercle qui sont les inverses 
de M' ou de tout autre point M'' de la normale situé à une 
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distance invariable de M' engendrent les différentes surfac 
normales à toutes les positions du cercle (C). Enfin les dei 
sphères qui sont les invei'ses des plans principaux de (?) so 
celles qui touchent les deux enveloppes de sphères (E), (E 
auxquelles appartient le cercle (C), enveloppes qui so 
engendrées par ce cercle lorsquül se déplace de telle manie 
que le point M décrive une des lignes de courbure de (S). L 
centres de ces deux sphères sont évidemment au point de re 
contre des tangentes principales de (S) en M et de Vaxe t 
cercle (C). 

9 S 3 . Il résulte de cette première proposition qu’à tout cou{ 
de surfaces (S), (?) admettant la même représentation sphériq 
on peut faire correspondre une infinité de systèmes cycliqu 
formés de cercles normaux à (S); car on peut toujours ajoul 
une constante arbitraire à la fonction A. 

Celte proposition peut d’ailleurs revêtir une autre forme si T 
considère comme connu un système cyclique, engendré, j 
exemple, par le cercle (C), et si Ton envisage trois trajectoi: 
orthogonales quelconques (S), (S^), (S2) de ce cercle. 

Soient {fig- 87) M, m\ ml^ les points où ces trois surfa» 
coupent le cercle (C). La première (S) pourra toujours jouei 
rôle de la surface de même nom dans l’énoncé précédent; 
connaissance des deux points m', m^' nous permettra de recons 
tuer toute la figure et de retrouver, en particulier, les poi 

]\r, ivr. 

En effet, dans le plan du cercle (C), la droite MW s 
évidemment déterminée par la condition d’être parallèle à la tj 
gente en M au cercle (C) et d’avoir le segment MM' interce 
entre les droites concourantes Mm', Mm" égal à une longu 
constante quelconque p2. Cette droite sera normale aux s 
faces (?), (?') décrites par les points M', M", et ces deux surfa 
parallèles admettront pour leurs lignes de courbure la même 
présentation sphérique que (S). Leur normale commune M 
sera la corde de contact de la sphère variable de centre M 
passe par l’intersection de cette normale même et du cercle ( 

Quand on fera varier la constante p2, toutes les surfaces décr 
par le point M' seront celles que l’on obtiendrait en multipliai] 
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fonction a par une constante quelconque, dans l’équation (8), 
ce qui est évidemment permis. 

9oi?. Ces propositions préliminaires une fois établies, revenons 
à l’étude que nous avons interrompue à la fin du Chapitre précé- 
dent. Étant données deux surfaces (S), (S^) de même représenta- 
tion sphérique, soient (rf), {dl) leurs normales, nécessairement 
parallèles, en deux points correspondants. Le plan (P) de ces 
deux droites enveloppe une surface que nous désignerons par (0i). 
Quand la surface (0i ) se déformera en entraînant les deux droites, 
elle ne cesseront pas, dans leurs nouvelles positions, d’être nor- 
males à des surfaces (n° 760) et, de plus, les développables 
qu’on peut former avec elles ne cesseront pas de se correspondre 
(n°944). Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante, 
due à Ribaucour ( ^ ) : 

Quand deux surfaces (S), (S^) admettent la même repré- 
sentation sphérique^ Le plan des normales correspondantes 
enveloppe une surface (0^). Si la surface (0i) se déforme en 
entraînant les deux normales dans ses différents plans tan- 
gents, celles-ci ne cessent pas d^être normales à des surfaces 
admettant la même représentation sphérique. 

Mais il importe d’examiner surtout un cas particulier de cette 
déformation. Construisons le cercle (C) défini plus haut, normal 
enM à (S) et déformons la surface (0^) de telle manière que 
l’une des sphères de raj'on nul passant par le cercle (C) se ré- 
duise à un point fixe A invariablement lié à la forme nouvelle 
(0) de (0<)- Si l’on fait rouler la surface (0) sur (@i), le point 
M sera toujours sur une droite isotrope passant par A et invaria- 
blement liée à (0) (n°* 936 et 947); la normale en M à la sur- 
face (S) sera l’intersection du plan de contact de (0) et de (@Q 
par un plan isotrope déterminé (I) du système mobile, plan 
qui sera tangent au point-sphère A suivant la génératrice iso- 
trope AM (n® 936). Enfin, les seules droites parallèles à {d) 
situées dans le plan de contact, et qui pourront engendrer des 


(*) Ribaucour, Note déjà citée plus haut [p. 127]. 
D. - IV. 
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congruences dont les développables correspondent à celles de la 
congruence des normales à (S), seront les intersections du plan 
de contact par des plans isotropes déterminés, parallèles au plan (I) 
de la figure mobile (n“‘ 936 et 944). Comme l’bn connaît une de 
ces droites, qui est la normale à (S') en M', on voit que cette 
droite {dl) sera elle aussi dans un plan Isotrope déterminé (F) du 
système mobile, plan qui sera parallèle au premier (I). Ainsi, nous 
obtenons le résultat suivant, également remarqué par Ribaucour : 

Étant données deux surfaces qui ont la même représenta- 
tion sphérique, si la surface (8.) enveloppe du plan qui con- 
tient leurs normales en des points correspondants se déforme 
en entraînant ces droites, elles ne cessent pas d’être normales 
à des surfaces ayant la meme représentation sphérique j et il 
existe une déformation {&) de (8,) dans laquelle les droites 
sont amenées à décrire deux plans isotropes parallèles. 

9o5. Il résulte de ces propositions que, si tout couple de sur- 
faces applicables conduit (n“ 947) à une infinité de couples de 
surfaces admettant la même représentation sphérique, inverse- 
ment tout couple de surfaces admettant la même représentation 
sphérique fournit une infinité de couples de surfaces applicables. 
Il ne sera pas inutile d’insister sur la nature et 1 étendue des opé- 
rations par lesquelles on déduit l’un de l’autre le couple de sur- 
faces applicables et le couple de surfaces admettant la même re- 
présentation sphérique. 

Si l’on part d’abord du couple de surfaces applicables (0), 
(8,), nous avons vu (n® 947) que, pour obtenir deux surfaces 
admettant la même représentation sphérique, il faut faire rouler 
(8) sur (8,) et prendre les points d’intersection avec le plan de 
contact de deux droites isotropes parallèles, invariablement liées 
à (8). Ces deux points d’intersection décrivent les surfaces cher- 
chées (ï), (S'). Toutes les opérations par lesquelles on les obtient 
n’exigent donc aucune intégration et introduisent les cinq con- 
stantes arbitraires dont dépend la position des deux droites iso- 
tropes parallèles. 

966. Supposons, au contraire, qu’on se donne les surfaces (S), 
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(S^) admettant la même représentation sphérique, et conservons 
toutes les notations employées au début de ce Chapitre. Il faudra 
d'abord construire les cercles (C) normaux à (S) et, par consé- 
quent, effectuer la quadrature qui détermine mais, cette quadra- 
ture une fois obtenue, il ne restera plus à faire que des différen- 
tiations et des éliminations. En effet, lorsqu’on a un système 
cyclique et les trajectoires orthogonales des cercles qui le com- 
posent, la surface (©i ) est l’enveloppe des plans des cercles. Quant 
au système mobile formé de la surface (0) qui roule sur (©,) et 
des points qui lui sont invariablement liés, on le déterminera 
comme il suit. Nous en connaissons un premier point O qui est 
l’un des points-sphères passant par le cercle (C). Si m et ml dé- 
signent les points où ce cercle est coupé par deux de ses trajec- 
toires orthogonales, les plans isotropes touchant le point-sphère O 
suivant les droites O m, O/n' sont des plans déterminés du système 
mobile se coupant suivant une droite invariablement liée à ce 
système. On pourra ainsi obtenir, en nombre aussi grand qu’on 
le voudra, des droites passant par le point O du système mobile. 
Trois de ces droites forment un trièdre invariable auquel on 
pourra rattacher un tinèdre trirectangle; elles distances du point 
où (©j) touche le plan du cercle (C) aux trois faces de ce trièdre 
trirectangle ne seront autres que les coordonnées du point corres- 
pondant de la surface cherchée (©), rapportée à des axes inva- 
riablement liés à cette surface. Cette surface sera ainsi déterminée 
sans aucune quadrature nouvelle. 

Si l’on substitue aux surfaces (S), (S') celles que l’on obtien- 
drait en remplaçant successivement, dans l’équation (8) du plan 
tangent, jji par une , fonction linéaire quelconque des solutions c, 
d ^ d ^ [JL, ex -h d y -|- on verra facilement qu’ici encore on 

peut introduire cinq constantes sans qu’il soit nécessaire de faire 
une nouvelle intégration. 

957. D’après les remarques précédentes, ce sont les systèmes 
cycliques qui établissent le lien entre les deux théories, au premier 
abord si éloignées, de la déformation des surfaces et de la repré- 
sentation sphérique. On peut obtenir de tels systèmes, soit en 
partant d’un couple de surfaces applicables (@), (©<)? 
prenant comme point de départ un couple de surfaces admettant 
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la même représentation sphérique pour leurs lignes de courbure. 
En développant les calculs qui permettent de les faire dériver d’un 
couple de surfaces applicables, nous allons rencontrer quelques 
relations qui viendront s’ajouter utilement aux propositions déjà 
trouvées ou qui permettront l’application des méthodes indiquées 
dans les Chapitres précédents. 

A cet effet, envisageons d’abord deux surfaces (S), (S^), se 
correspondant avec orthogonalité des éléments linéaires; et cou- 


servons toutes les notations du Chapitre III. Si l’on pose 

(■4) 

/ ar = X'-!-X'i, 

]jr = r+Y\, 

( s = H- Z i ; 

(>4)' 

( cc^ = X\-X', 

( z, = Z',-Z'- 

ce qui donne 




Vf X -h Xi 


1 ■>^/ ^ ’ Xi 

l 2 ’ 


1 ^ 2 

(15)' 

1 vr_ r — ri 

(•5) 1 

+ 

II 


1 T ^—^1. 

1 2 ’ 


les deux surfaces (0), lieu du point (X', Y', Z^), et (0^), lieu du 
point (X', Y' , Z' ), seront applicables l’une sur l’autre. Cela ré- 
sulte immédiatement de l’identité 


dx dxi -h dy dy^ -h dz dzi = dX\^ -h -h dZ\^ — dX'^— dr^— dZ'K 

La surface (©^) est décrite par le milieu du segment MM ^ qui 
réunit les points homologues M, Mi de (S) et de (Si); la sur- 
face (0) est le lieu de l’extrémité du segment égal à la moitié de 
Mi M, partant de l’origine des coordonnées. Les deux surfaces s’é- 
changent l’une dans l’autre lorsque l’on change le signe de ^i, 
j^i, 5i, c’est-à-dire lorsque l’on remplace la surface (Si) par sa 
symétrique relative à l’origine des coordonnées. 

Considérons la sphère (U) passant par l’origine des coor- 
données et décrite du point (X^, Y\ TJ) comme centre. Lorsque 
l’on fera rouler la surface (0) sur la surface (0i), cette sphère 
entraînée avec la surface (0) aura son centre au point (X' , Y^, Z') ; 
et nous avons vu (n® 938) que les points où elle touchera son en- 
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veioppe seront les centres de sphères de rayon nul coupant le 
plan tangent à (0) suivant un même cercle (C) qui engendrera un 
système cyclique. L’équation de la nouvelle position (U^) delà 
sphère (U) est évidemment 

(16) (X-^x'i)2-h(y~- y;)î-i-(z-z;)2= 

ou, en remplaçant X'j X'^, — parleurs valeurs (i5), 

(17) (X — 5?)(X — a?i)-+-(Y — 7)(Y — yi)-h(Z — z){Z — O. 

Cette équation représente évidemment la sphère décrite sur le 
segment MM^ comme diamètre. Les points où elle touche son en- 
veloppe s’obtiendront enjoignant à l’équation précédente sa diffé- 
rentielle totale 

(K. — x)dxi^{Y—y)dyi-h{Z — z) dzi 

-i-(X — xi) dx -h{Y — yi) dy {Z — Zi) dz = o. 

En tenant compte des relations (5) [p. 4 . 9 ] entre les différen- 
tielles dx, dXi , ... 5 on peut donner à cette dernière équation la 
forme suivante 


[X-x^c{Y^y,)-^biZ~z,)]dxi 
-h[Y --y — a(Z — zi)-h c{X — xi)]dyi 
-+- [ Z — — • 6 (X ~ iFi) -H «( Y— ûfxîi = O, 


et comme dXi, dy ^ , dz^ sont reliés uniquement par l’équation 


ai dxi -h bi dyi -f- Ci dzi = 0, 


on aura nécessairement 

a?-— c(Y— yt)^- b{Z — Zi) 

ai 

Y — y — a{Z — zi)-^ c(X — Xj) 
bi 

Z-.z — biX — Xi)-ha(Y--yi) 

Cl 

Ces deux équations représentent la corde de contact de la sphère 
avec son enveloppe. On pourra les remplacer par les deux sui- 
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a?!— Ci(Y— ^)-)-6i(Z — s) 
a 

Y — 7i— ai{Z — z)-^ Ci(X — a?) 
b 

Z — Zx — 6i(X — a?)-h ^1 (Y — y) 
c ’ 

qui s’en déduisent immédiatement si l’on échange, ce qui est 
permis, les points M et ou bien les surfaces (S) et (S^). 

958. Avant de poursuivre le calcul et de déterminer les points 
d’intersection de la droite précédente avec la sphère (U^), re- 
marquons que cette droite est nécessairement perpendiculaire au 
plan tangent de la surface Cette remarque nous fournit un 
moyen d’obtenir la direction de ce plan tangent et un calcul facile 
donne, pour les cosinus directeurs Ci, C', de la normale à la 
surface (0i) les expressions suivantes 


i 5 o 

vantes 

(19) 




(20) 


^KKi Cl = a — «1 -H bci — cbif 
/KKi C 1 = 6 — bi-h cai — aci, 
\/KKi G'f = c — Cl -h abi — bat^ 


où l’on a posé, pour abréger, 

{ Rl = I -H ct^ -H b^ -H C®, 

(^0 \ 

l Kl = I-haÎ4-è?-f-c^ 

Comme on passe de la surface (@i) à la surface (0) en chan- 
geant le signe de^i 'Si, a, a,, . . , , un calcul analogue donnera, 
pour les cosinus directeurs C, C', C^'de la normale à cette surface, 
les expressions suivantes 

( /KKl G = a — ai — bci -h cbi, 

(22') ji/KKrC'^è- bi — cai H- aci, 

( /KKiG"=:jic — Cl — abi-\-bai, 

où le signe des radicaux a été choisi de telle manière que les 
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portions positives des deux normales soient du même côté par 
rapport aux surfaces (0), (©^) (^). 

959. Ces expressions des cosinus directeurs des normales aux 
deux surfaces (©), (0<) nous conduisent à la proposition sui- 
vante : 

En calculant les différentielles et tenant compte de 

la relation 

Cl d%.\ -h C\ dY\ -4- Gî dZ\ = o, 
on formera l’identité 


(23) 


ï/KK, S dC, dX\ 

= ^ dai^dx -H dxi ) — ^ da^i^dx dx{) 



a 

dax 

dx -H dxx 


ax 

da 

dx 4- dxx 

-l-- 

b 

dbx 

dy 4- dyx 


hx 

dh 

dy 4- dyx 


c 

dcx 

dz -H dzx 


Cl 

de 

dz 4- dzx 


Si l’on remarque que les relations différentielles (5) et (45) du 
Chapitre IIJ conduisent à des identités telles que les suivantes. 

a dax dxx 

h dbx dyx 

c dci dsx 
a dax dx 
b dbx dy 
G dcx dz 

on donnera à la relation ( 28 ) la forme suivante 

( 24 ) 2 /ïâC^g^fC'jdXi = Ki§dai&-K S daxdxx. (*) 


= ^ dax dx, 

= — {a^-^b^-h c2) ^ daxdxxj 


(*) Les relations dilFérentielles entre x,yj z, x^, y^, z^ ne changent pas si Ton 
remplace x^^ y^j z^ par hx^j hy^y Iiz^; b^, par ha^y hb^, hCy et a, b, c par 

f ’ Â’ ^ désignant une constante quelconque. Si cette constante devient très 

petite, cc^.y^y’Z^ deviennent très petites et les deux surfaces ( 0 ), ( 0 ,) viennent 
se confondre. Il faut donc que les expressions (21) et (22) des cosinus se rap- 
prochent, ce qui entraîne la détermination du signe pour les secondes (22). 
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Par de simples cliangements de signes on établira égalemei 
formule 

(25) 2 /KKI s dC dK! = Kl ^ -f- K ^ da^ dx^ , 

relative à la surface (0). 

960. Or, dans la théorie du roulement de deux surfaces ] 
sur l’autre, nous avons été amené à considérer différents rés( 
tracés sur les surfaces (0), (0i) : 

1 ° Le réseau conjugué commun. Gomme l’équation poncti 
relative à ce réseau est la même pour (0) et pour (0i), il 
clair que cette équation admettra également les solutions 

yi, Si qui sont des fonctions linéaires de X', X', E 

le réseau conjugué commun à (0) et à (0i) sera aussi coml 
aux deux surfaces (S) et (Si). Ce sera notre réseau III. Se 
ment, sur (0) et sur (0i ), ses invariants tangentiels ne sei 
plus nécessairement égaux. 

L’équation relative à ce réseau doit admettre (n° 93o) la s( 
tion particulière 

0'= Xi’- + Yi2 Zi2 — X'2 — Y'2 — Z'2, 


qui se réduit ici à 

(a6) 6'= xxx-^-yyx-^- zzx. 

2 ° Le réseau formé de courbes pour lesquelles les courbi 
normales sont égales et de même signe. Nous avons vu (n° 9 
que ces courbes sont telles que, si le centre instantané décrit l’i 
d’elles, le mouvement se réduit au roulement d’une développa 
sur une développable. Elles sont évidemment définies par l’éq 
tion différentielle 

grfCi æL\ = o, 

qui, en vertu des formules ( 24 ) et ( 25 ), devient ici 


dadx=^o. 
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Elles correspondent donc aux lignes asymptotiques de (S) qui 
constituent notre réseau L 

Remarquons que (S) est homothétique à la surface milieu de 
(0) et de (©Oî c’est-à-dire au lieu du milieu du segment qui réunit 
les points correspondants de (0) et de (0^). 

3 ® Enfin, si l’on faisait rouler sur (04 ), non plus ( 0 ), mais la 
surface symétrique, les courbes précédentes seraient évidemment 
remplacées parcelles pour lesquelles les courbures normales sont 
égales et de signes contraires. L’équation différentielle 

<iXi = o 

de ce troisième réseau, en vertu des identités (24) et (20), est 
identique à la suivante 

dai dxi = O. 

On voit donc que les courbes dont il se compose correspondent 
aux lignes asymptotiques de (S^), c’est-à-dire aux courbes de 
notre réseau IL 

Ainsi se trouvent définis géométriquement sur les surfaces ap- 
plicables (0) et (04) les trois réseaux du Chapitre IIL 

961 . Revenons à nos systèmes cycliques. Pour obtenir les 
points de contact de la sphère (1)4) avec son enveloppe, il faut 
joindre à son équation (17) les deux équations (18) ou (19) de la 
corde de contact. Prenons, par exemple, les deux équations (18), 
constituées par l’égalité de trois rapports. En ajoutant les numé- 
rateurs et les dénominateurs après les avoir multipliés respective- 
ment par X — Y ^ J/-4 , Z — on trouvera un nouveau rap- 
port 

(X-^)(X^^O-h(Y--r)(Y-y4)+(Z-^)(Z^:;4) ^ 
ai(X — j/-i)-hCi(Z — ^1) 

égal aux précédents et dont le numérateur est certainement nul 
pour le point de contact cherché. Si le dénominateur de ce rap- 
port est différent de zéro, il faudra que, pour le point de contact, 
les numérateurs des trois rapports (ï 8) soient nuis. On est ainsi 
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conduit aux trois équations 

l X--57 — c(Y~ 7i)-i-è(Z — si) = o, 

(27) I Y— 7 — a(Z— ^i)-hc(X — a7i)=o, 

( Z ~-;5 — ^>(X — a7i)4-a(Y— 7i)=o, 

qui déterminent l’un des deux points de contact cherchés. Le 
second sera défini par les équations analogues 

/ X — -a?! — Ci(Y —7)4- bi(Z — 5) = O, 

(28) I Y--7i — rti(Z — s)h-ci(X — a7)=:o, 

( Z — ^i — £>i(X-a?)-Hai(Y— 7)= O, 

de sorte que l’un et l’autre, comme il était aisé de le prévoir, se 
déterminent j'ationnellement. Remarquons que le premier est 
dans le plan tangent de (S), comme il résulte de l’équation 

a(X—- ;rj 4 - hÇi — 7)-f- c(Z — ^) = 0, 

conséquence des formules (27); et que le second est, de même, 
dans Le plan tangent de (S^). Nous expliquerons plus loin ce 
fait si curieux. 

962. La sphère (Ui), que nous avons été conduit à introduire 
dans la théorie précédente,’ donne naissance à quelques propriétés 
parmi lesquelles nous signalerons la suivante : 

Les points où elle coupe la droite d’intersection des plans tan- 
gents à (S) et à (S^ ) sont dans les plans focaux de la droite MM^ 
qui réunit les points correspondants de (S) et de (Si). 

Mais nous préférons insister sur le rôle qu’elle joue dans l’in- 
version composée. 

Reprenons les formules données au n*' 903 et qui définissent 
cette transformation. Étant donnés deux points M, dont les 
homologues soient M', ; considérons les deux sphères (V) et (V) 
décrites respectivement sur MMi et sur M'M' comme diamètres. 
Ces deux sphères sont les inverses l’une de l’autre relativement à 
l’inversion simple que l’on obtiendrait en supposant, dans les 
formules (16) [p. 80], que les deux points distincts 

soient amenés à coïncider. Admettons ce résultat 
dont la vérification est aisée : nous voyons qu’on peut en déduire 
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une réduction de l’inversion composée à l’inversion ordinaire. En 
effet, pour définir l’inversion composée par laquelle on transforme 
un système de deux points M, on décrira sur MM 4 comme 
diamètre une sphère (V) et l’on prendra la transformée (V^) de 
cette sphère dans une inversion ordinaire. Cette sphère (V') aui'a 
un diamètre unique dont les extrémités M', M' seront sur les 
droites OM^, OM qui joignent les points Mi, M au pôle de l’in- 
version; et le segment M'M' sera celui qui doit correspondre 
à MMi, dans l’inversion composée telle qu’elle a été définie 
au n° 903. 

Il résulte de cette nouvelle définition que, lorsque Von ap- 
pliquera V inversion composée aux deux surfaces (S), (Si), on 
soumettra en réalité les sphères (üi) à une inversion simple^ 
Il en sera donc de même pour les points de contact de ces sphères 
avec leurs enveloppes, pour les sphères de rayon nul qui ont leurs 
centres en ces points et, par suite aussi, pour les cercles qui 
composent le système cyclique dérivé de (S) et de (Si). 

963. Il sera évidemment très utile pour les applications de 
pouvoir représenter d’une manière simple le roulement de deux 
surfaces applicables l’une sur l’autre. Or les résultats que nous 
avons donnés au Chapitre III nous conduisent, pour définir ce 
déplacement, à des formules de la plus grande simplicité. 

Reprenons, par exemple, les équations (46) [p. 66] qui défi- 
nissent la surface (Si ). Si nous y remplaçons 5?i , . . . par leurs 
expressions (i4) en X', X' , . , leurs seconds membres prennent 
la forme 

( = x;~x'-ci(y; h-z'), 

kn) =Y;-Y'-~ai(Z;H-Z')4-Ci(XiH-r), 

( ai jK = z'i — Z' — (X'i -h xo H- «1 ( Y'i -H r ). 

Or écrivons ces formules comme il suit 

/ X'-h = X; - a?! - Ci(Yi ^7)-+-^>i(Z',- 5), 

(3o) -ciX'-H Ci(X'i-a?)-f- Y'i ~jKi-ai(Zi - 

( -h^>iX'-aiY'-H Z' =— 6i(X'i-a7)H-ai(Y;— 7)-+- 

et considérons-y pour un instant X^, Y', TJ et X!,, Y^, Z'^ comme 
des coordonnées variables, tandis que nous attribuerons des valeurs 
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déterminées aux deux paramètres dont dépendent , 

Elles définissent évidemment une substitution linéaire : cette si 
stitution représente un déplacement. Si on les résolvait, j: 
exemple, par rapport à X', Y', Z', on retrouverait les formu 
célèbres qu’Euler a données, le premier, dans les Nouveau 
Commentaires de Pétersbourg et qui sont rationnelles par ra 
port à trois arbitraires (ici a^^ b^^ c^), Admettons ce premi 
point que reconnaîtront sans peine tous les lecteurs au courant 
la théorie des substitutions orthogonales. Il est clair dès lors qi 
si l’on fait varier les paramètres qui entrent dans 

..., on aura une suite continue de déplacements, ou mie 
un déplacement à deux variables indépendantes. Ce déplaceme 
est précisément le roulement des deux surfaces (0), (0^)/^w- 
sur Vautre, C’est le roulement de (0) sur(0j) si l’on considè 
les points (X', Y', U) comme appartenant à la figure mobil 
c’est le mouvement inverse, si l’on considère au contraire comr 
mobile la figure qui est lieu des points (X' , Y'^ , ). 

Pour établir ce résultat essentiel, considérons X', Y', TJ comr 
appartenant à la figure mobile. Si nous remplaçons, dans les fc 
mules (3o), X', Y', TJ par les valeurs (i5) qui correspondent à \ 
point de la surface (0), elles nous donneront les valeurs (i5)' < 
X', Y' , Z^. Donc déjà le déplacement se produit de telle manié 
qu’à chaque instant le point de la surface (0), considérée comr 
appartenant à la figure mobile, coïncide avec le point correspo 
dant de (0i). Pour compléter la démonstration, différentio 
totalement, avant toute hypothèse, les formules (3o). Lapremièr 
par exemple, nous donnera 

Cl hi dU = — Cl dJL\ -4- dZ\ 

- ^ci(r-h y; db^{V^ 

pourvu que nous remplacions dx^ par sa valeur déduite des rel 
tions (45) [p. 66]. Or, si nous substituons, dans cette relatk 
générale, à Y^, Y' , Z^, Z' les valeurs qu’elles acquièrent pour 
point commun à (0) et à (0|), les coefficients de db^^ dc^ d' 
viennent nuis, et il reste la première des trois relations suivant 

Cl dX'^ bi dU = dX[ — Cl dY'^ 4- bi dZ \ , 

— c^dXl-^ dY'^a,dZ’=: ctdX\-\- dY\—aidZ\, 
b,dX!-a^dT^ dV^-^bidX!^^a,dY\-^ dZ\, 
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les deux dernières se déduisant de la première par de simples 
permutations circulaires. Or ces trois équations, qui sont celles 
que Ton obtiendrait en diflférentiant les formules de transforma- 
tion (3o) oîi les coefficients seraient traités comme des con- 
stantes, expriment évidemment que le point commun à (0) et 
à (©i) a le même déplacement en grandeur et en direction quand 
on le considère, soit comme appartenant à la figure mobile, c’est- 
à-dire à (0), soit comme appartenant à la figure fixe, c’est-à-dire 
à (0<). Ces deux surfaces sont donc applicables l’une sur l’autre, 
ce que nous savions déjà; et le mouvement considéré est le roule- 
ment de l’une sur l’autre. 

964. Les raisonnements qui précèdent s’appliquent sans modi- 
fication si, au lieu de prendre, comme point de départ, les for- 
mules (45) [p- 66] on emploie les formules (5) [p. 49 ]* On est 
alors conduit à la substitution linéaire définie par les équations 

('■il) I — cX! Y' a'L’ •= — e(Xi — Xi ) — (Y^ — a{2i\ — -Sj), 

toutes pareilles aux formules (3o). Seulement, par suite du 
changement de signe de X', Y', Z', elles ne représentent plus un 
déplacement, mais une transformation par symétrie relative à l’ori- 
gine des coordonnées, suivie d’un déplacement. On démontrera 
comme précédemment que, lorsque varient les paramètres dont 
dépendent a, x, . . ., ces formules définissent le roulement 
sur (01 ), non plus de (0), mais de la surface symétrique (©'). 

965. Les formules précédentes permettent de vérifier quelques- 
uns des résultats que nous a fournis la Géométrie dans l’étude 
qui a fait l’objet du Chapitre précédent. Appliquons-les, par 
exemple, à la détermination des systèmes cycliques que l’on peut 
fairedériver du couple de surfaces applicables (0), (0i). Si, dans 
les formules (3o), on attribue à X', Y', Z' des valeurs constantes 
quelconques, elles fourniront les coordonnées X^, Y' , Z\ du point- 
sphère qui coupe le plan de contact de (0) et de (0i) suivant le 
cercle (C), dont les différentes positions engendrent le système 
cyclique cherché. Soit A le point invariablement lié à la figure mo- 
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bile : si, par ce point, on mène une droite isotrope déterminée 
c’est-à-dire invariablement liée au système mobile, les for- 
mules (3o) permettront évidemment d’écrire les équations de cette 
droite rapportée au système fixe; et le point où elle coupera le 
plan de contact décrira une des trajectoires orthogonales du 
cercle (G). Ces trajectoires orthogonales se détermineront ainsi 
sans aucune intégration; mais, pour déterminer aussi en termes 
finis les deux autres familles qui composent le système triple, il 
faudra pouvoir intégrer l’équation du système conjugué commun 
à(0) età( 0O (^). 

On obtiendra des résultats identiques en appliquant la méthode 
précédente, non plus aux équations (3o),mais aux formules (3i). 

Supposons, par exemple, que l’on veuille déterminer le système 
cyclique obtenu en choisissant l’origine des coordonnées comme 
point fixe du système mobile. Il faudra, dans les formules de 
transformation (3o) ou (di), introduire l’hypothèse 

X' = Y'=Z'=o. 

Les premières (3o) deviendront alors identiques aux équa- 
tions (28) et fourniront par suite un premier point de contact de 
la sphère (U|) (n°* 957, 961 ) avec son enveloppe. Les secondes (3i) 
deviendront de même identiques aux formules (27) et fourniront 
le second point où la même sphère (U^ ) touche son enveloppe. Ce 
sera le point de contact défini par les formules (28) ou (3o) qui 
deviendra fixe dans Tespace lorsque la surface (0^ ) se déformera 
de manière à venir coïncider avec (0). Ce sera au contraire le 
second, défini par les formules (27) ou (3i), qui deviendra fixe 


(*) De là résulte qu’à toute équation linéaire du second ordre dont les inva- 
riants sont égaux on peut faire correspondre une infinité de systèmes cycliques 
dont les trois familles se détermineront par de simples quadratures. Car on peut, 
à l’aide d’une telle équation, déterminer une infinité de couples de surfaces (S), 
(SJ et, par suite, (AJ, (SJ, se correspondant avec orthogonalité des éléments 
linéaires. Le couple de surfaces applicables déduit de (AJ, (SJ admettra, pour 
réseau conjugué commun, le réseau conjugué commun à (AJ, (SJ, c’est-à-dire, 
d’après le Tableau de la page 72, le réseau des lignes asymptotiques de (S). Or ce 
réseau est entièrement connu; les paramètres des lignes qui le composent sont les 
variables indépendantes qui figurent dans l’équation linéaire à invariants égaux 
prise comme point de départ. 
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si (00 se déforme de manière à venir coïncider non plus avec (0), 
mais avec la surface symétrique (0'). 

966 . Nous pouvons maintenant expliquer de la manière la plus 
satisfaisante pourquoi ces deux points se trouvent respectivement 
dans les plans tangents de (S) et de (SO- D’après les théories 
connues, le déplacement défini par les formules ( 3 o) peut être 
remplacé, d’une infinité de manières, par une translation finie et 
par une rotation, toujours la même, dont l’axe et la valeur absolue 
dépendent uniquement des coefficients ai, Ci. Si Û désigne la 
grandeur de cette rotation et X, p,, v les angles que fait avec les 
axes coordonnés la direction positive de l’axe de la rotation, on a, 
comme on sait, 

ai bi Cl Q. 

( 32 ) — V = — — = — — = — tang - . 

' ^ cos A cos P cosv ® 2 

On voit ainsi que Taxe de la rotation est perpendiculaire au plan 
tangent de (S<). D’après cela, soient M, les points correspon- 
dants de (S) et de (S^), le milieu du segment MMi. Si l’on 
mène, par l’origine des coordonnées, une droite OP égale, parallèle 
au segment M|P< et de même sens, il résulte des formules (i4) 
et (i 5 ) que les deux points P et P| décriront, Pun la surface (0), 
l’autre la surface (©O- Po^^r amener les deux surfaces en contact 
on pourra, par une translation, amener P en P^, ce qui fera 
coïncider O avec ; puis effectuer la rotation définie par les 
formules (82); et, comme l’axe de cette rotation est évidemment 
perpendiculaire au plan tangent en à (S^), elle laissera le 
point O dans ce plan tangent. 

Une démonstration identique s’appliquera au second point dé- 
fini par les formules (27), pourvu que l’on substitue à la sur- 
face (0) sa symétrique relative à l’origine des coordonnées. 

967 . D’autres formules, qu’il ne sera pas inutile d’indiquer 
rapidement, permettent encore de définir le roulement de deux 
surfaces l’une sur, l’autre. 

Si l’on connaît, par exemple, pour chacune des deux surfaces 
(0), (0^), les cosinus qui définissent, par rapport à des axes 
fixes, la position d’un trièdre (T), rattaché de la même manière 
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à ces surfaces, il est clair que les formules 

/ X'=: X H- ax' -h hy *+- cz\ 

(33) I = h'y' 

où ^5 y, .3 désignent maintenant les coordonnées du point M 
de (0) qui est le sommet du trièdre (T), et où nous conservons, 
pour les cosinus, toutes les notations du Livre V, Chap. I et II, 
définiront le changement de coordonnées par lequel on passe des 
axes fixes OX', O Y', OTJ aux axes Mjr', My', formés par les 
arêtes du trièdre (T). Si Ton écrit les formules analogues rela- 
tives à la surface (0i ) 

I X I = iPi -H ai a?' H- -H Cl z', 

Y'i b[y-)rc'iz\ 

Z\ = .Si H- a\ x' -h b'[ y -1- c\ z\ 

Félimination de x\ y', entre les deux systèmes précédents 
donnera les formules cherchées qui définissent le roulement de 
(0) sur (01 ). Cette élimination ne présente aucune difficulté, 
Tun et l’autre système pouvant être résolus par rapport à y ^ y, 
y : on obtient ainsi les formules 

I §a(X'-a;) = §ai(X;-a.O, 

§è(X'-i«7) = §6i(Xl-a;, ), 

S c(X'— «) = ^ Cl (X'i - a?i ), 

qui peuvent elles-mêmes être résolues, soit par rapport à X', Y' 
Z', soit par rapport à X' , Y' , Z' . 

Si l’on veut, par exemple, trouver les systèmes cycliques qui 
correspondent au roulement de (0) sur (0, ), il suffira d’écrire les 
deux équations suivantes : 

f 361 i (Z'-Z)*=o, 

i c(X'- X) -1- c'Çl'-y) + c’'(Z'- Z) = O, 

où h, k, l désignent trois constantes, et qui représentent, la pre- 
mière un point-sphère invariablement lié à (0), la seconde le 
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plan de contact de (0) et de (®i)j puis de substituer les expres- 
sions de X', Y', TJ en fonction de X;, Y;, Z;. 

968. Une autre méthode ti'ès simple peut encore être suivie. 
Nous avons vu au Chapitre VI de ce Livre quelle importance ont, 
en Géométrie, les sections de courbes ou de surfaces, rattachées 
à la surface mobile (0), par le plan de contact de (0) et de (00- 
On pourra les déterminer comme il suit. 

Soit, par exemple, 


(37) F(X', Y',Z') = o 

l’équation d’une surface rattachée aux axes invariablement liés à 
(0). Cherchons sa section par le plan de contact. Il est clair 
qu’un point de ce plan est défini par des formules telles que les 
suivantes 


•V/ % àx 

X' = a? 4- A -7 H fJ. 

àu ‘ 


àx 


(38) 


Y' = y ^ H- 

rjft » I 


OÙ et [J. désignent des arbitraires convenablement choisies; 

J*, Z sont toujours les coordonnées du point de (0), exprimées 
en fonction des variables u et v. Or, par la nature même des ar- 
bitraires \ et [JL, on reconnaît immédiatement que le point défini 
par les formules précédentes sera rattaché aux axes invariable- 


ment liés à 

(0^) par les formules 

semblables 



àxi àxx 


1 Xj = X^ —h X 



Yi=7j-hX 
] * 

ôu ^ dp 


f H- X 

âzi àzi 

dü 


oü \et]x conserçent les mêmes valeurs. Pour obtenir la section 
cherchée, il suffira donc d’éliminer X et [jl entre les équations pré- 
cédentes et la suivante : 


(40) 


F (^3 


àx 
* àiL 


' Ou 


. uo. àx ôy ày . dz dz\ 


ày 

■dp’ 


La méthode s’appliquerait évidemment à une courbe. 
D. — IV. 



LIVRE VIII. — CHAPITRE VII. 


162 

969. Jusqu’ici, dans l’étude des relations entre les systèi 
cycliques et la déformation des surfaces, nous ne nous somi 
pas préoccupé de la distinction à faire enlre les éléments réel 
les éléments imaginaires. Par exemple, si deux surfaces rée 
roulent l’une sur l’autre, les systèmes cycliques déduits des po' 
reliés à l’une d'elles ((")) sont toujours imaginaires; les ceni 
des cercles correspondants à un point réel seront bien réels, n 
les rayons des cercles seront des imaginaires à carré négatif, 
moment est venu d’indiquer, en \ue des applications, commer 
faudra choisir les surfaces (0), (0i) pour obtenir des systèi 
cycliques entièrement réels. 

Les plans des cercles étant alors réels, la surface (0,) est 
cessairement réelle. Voyons ce que doit être (0), et, pour c 
reprenons les méthodes et les notations du Livre V. 

Soient/?, les rotations du trièdre (T) relié à ( 

r et ;•( seront réelles et exprimées en fonction de l’élérr 
linéaire, comme les translations •r\, yi,. D’ailleurs, si l’on c 
sidère le cercle situé dans le plan tangent de (0), les coordonr 
X, y de son centre sont réelles ainsi que son rayon p; et si 
élève en ce centre une perpendiculaire égale à fp, le pi 
(x,7, ï'p) doit rester fixe dans l’espace quand le trièdre (T 
déplace de manière que son sommet décrive la surface (0). ( 
nous donne les relations suivantes 


< 4 ' 1 ) 


par lesquelles on exprime que la vitesse de ce point est nulle f 
tout déplacement du trièdre (ï). Ces relations prouvent en ] 
mier lieu que les quatre rotations /?, p^, q{ sont des imi 

naires pures. Mais alors les formules qui donnent les déri 
des neuf cosinus exprimées en fonction des rotations mont 
immédiatement que l’on peut rapporter la surface (0) à des 
tels que tous les cosinus soient réels, sauf a", b’', c, d qui se 
purement imaginaires. Donc les coordonnées X', Y' du p 


' -^\+iq9—ry=o. 




rx — t/>p = o, (41)' < ^ — i-tii-h rix — ipip 
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de (0) définies par les formules 

dX!= b(y] du -hriidç), 

dY’— a'{^ du 4- Il dp) -h du-h'/]i dv) 

seront réelles tandis que Z', définie par la quadrature 

dU=i aWdu-^ %xdp)-\-b\r^ du-^-r^^ dp)^ 

sera une imaginaire pure iV , L’élément linéaire de la surface sera 
de la forme 

X^, Y'j T! étant réels. 

C’est ici le Heu de présenter la remarque suivante : lorsque 
nous avons formé (n® 704) l’équation à laquelle satisfait l’une des 
coordonnées X', Y', Z', nous avons indiqué que la forme quadra- 
tique 

ds^-dX'^ 

n’était pas nécessairement une somme de carrés. On voit que, 
lorsqu’elle se réduira à une différence de carrés, on n’aura plus de 
surface réelle correspondant à la solution X', mais on pourra, si 
l’on connaît déjà une surface réelle admettant l’élément linéaire 
donné, déduire de la nouvelle solution des systèmes cycliques 
réels (^). 

970. Au reste, lorsque l’on aura constitué un système cyclique 
réel, on pourra passer à tous ceux qui se rattachent au même 
roulement par la construction réelle suivante, que le lecteur dé- 
duira facilement des remarques présentées au n° 943. 

Associons à chaque cercle (C) du système donné un autre 
cercle (G') de son plan, défini par la construction que voici. Aux 
points où le cercle (C) rencontre deux surfaces déterminées à 
l’avance parmi toutes celles qui le coupent à angle droit, con- 


(^) Les formules (4i), (4i)^ peuvent servir de base à une étude analytique très 
simple de la congruence engendrée par les axes des cercles dans un système cy- 
clique. 
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struisons les tangentes, qui seront les normales à ces surfaces ti 
jectoires; puis menons un cercle (C') tangent à ces deux droii 
en des points qui soient toujours à la même distance de ceux 
ces droites touchent le cercle (C). En d’autres termes, détermine 
le cercle (G) par la condition que deux des tangentes comraur 
à (C) et à (C^) aient une longueur donnée et que leurs points 
contact avec (C) soient sur deux surfaces trajectoires données 
même cercle. Les différentes positions du cercle (C') engendi 
ront l’an quelconque des systèmes cycliques cherchés. 

Les cercles (C') dépendent de trois paramètres; les tangeni 
communes à deux cercles (C') différents, situés dans le même ph 
les touchent évidemment, d’après ce qui précède, en des poii 
qui décrivent une de leurs surfaces trajectoires. 

Dans toute cette théorie, il faut considérer les cercles comi 
ayant des rayons de signes déterminés, n’admettant qu’un s( 
centre de similitude et deux tangentes communes qui vont pas: 
par ce centre. Par exemple, si les cercles sont réels, ce sera 
centre de similitude directe quand les rayons auront le mê 
signe, et le centre de similitude inverse quand ils seront de sigi 
contraires. Cette théorie du signe du rayon est connue dep 
longtemps ; elle a servi de base à la théorie des cycles de Laguer 
Le lecteur pourra aussi consulter un Mémoire Sur les relatk 
entre les groupes de points, de cercles et de sphères dam 
plan et dans Vespace, inséré par l’auteur en 1872 dans 
Tome 1, 2® série, des Annales de V École Normale. 

971. Lorsque la surface (@) roule sur la surface (©i), une 
veloppable isotrope (A), invariablement liée à (0), coupe le p 
de contact de (0) et de (0|) suivant une courbe (R) dont les 
sitions successives engendrent une congruence. Nous av( 
vu (n° 762) que ces positions successives sont normales à i 
famille de surfaces. Dans la Note déjà citée [p. 120] Ribauc< 
indique comme une propriété nouvelle que cette famille de s 
faces est une famille de Lamé, c’est-à-dire qu’elle fait pa: 
d’un système triple orthogonal. Mais cette remarque avait 
déjà donnée depuis longtemps dans mon enseignement, et l’o 
est conduit d’ailleurs avec la plus grande facilité. Considérons 
effet les points-sphères ayant leur centre sur la développable 
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ils coupent le plan de contact de (0) et de (0i) suivant des 
cercles (C^) tous tangents à (K); et si l’on considère un point- 
sphère déterminé A, la trajectoire du point de contact de (K) 
et du cercle (C') qui correspond à A est précisément une sur- 
face (S') normale à (C') et, par suite, à (K). Supposons main- 
tenant que le point de contact de (0) et de ( 04 ) se déplace suivant 
une des courbes du système conjugué commun. Le point de 
contact du cercle (C') et de (K) décrira une ligne de courbure 
de (S'). Ainsi il existe deux séries de déplacements dans lesquels 
chaque point de (K) décrit une ligne de courbure de la trajec- 
toire orthogonale. En d’autres termes, on peut associer les courbes 
(K) en deux familles différentes, de manière à constituer un 
système triple orthogonal. 

972. On peut compléter encore ces résultats en remarquant 
que l’on obtient ainsi tous les systèmes triples orthogonaux dans 
lesquels les surfaces de Tune des deux familles (et, par suite, de 
deux familles) aient leurs lignes de courbure planes dans un 
système. Voici comment nous démontrons cette réciproque. 

On doit à Ribaucour la proposition générale suivante, relative 
aux systèmes triples orthogonaux : 

Lorsque Von connaît un système triple orthogonal, les 
cercles oscillateurs aux courbes d^ intersection des surfaces 
appartenant à deux des familles du système, aux points où 
ces courbes rencontrent une surf ace quelconque de la troisième 
famille, forment un système cyclique (’). 


(>) Oq peut démontrer cette proposition par la Géométrie de' la manière sui- 
vante : Soit (S) une surface quelconque appartenant à la première famille et 
soit (K) la courbe d’intersection de deux surfaces (SJ, (S,) appartenant respec- 
tivement à la deuxième et à la troisième famille. Si Ton construit les deux 
sphères tangentes à (SJ et à (SJ respectivement, et contenant le cercle oscu- 
lateur (C) de (K) au point M où cette courbe rencontre la surface (S), ces deux 
sphères auront pour centres respectivement les centres de courbure principaux 
de (SJ et de (S,) relatifs à la ligne (K). Par suite, lorsque le point M décrira la 
ligne de courbure de (S) qui se trouve sur (SJ, la première sphère enveloppera 
une surface qu’elle touchera suivant les positions successives du cercle (C) (n® 752). 
11 en sera de même pour la seconde sphère quand le point M décrira l’intersec- 
tion de (S) et de (S,). On voit donc que les cercles (G) peuvent être associés en 
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On peut compléter celte proposition par la suivante, qui n’est 
pas moins utile, et dont la démonstration sera mieux à sa place 
dans une théorie des systèmes orthogonaux. 

Réciproquement y étant donnée une famille de surfaceSy 
construisons les cercles oscillateurs aux courbes trajectoires 
orthogonales de ces surfaces, aux points où ces courbes ren- 
contrent une surface quelconque de la famille; la détermina- 
tion de ces cercles est toujours possible et n^ exige nullement 
V intégration des équations différentielles des trajectoires or- 
thogonales, Cela posé, si les cercles oscillateurs ainsi définis 
forment toujours un système cyclique, la famille de surfaces 
considérée est une famille de Lamé, 

Ces propositions étant admises, donnons-nous a priori un 
système orthogonal dans lequel les surfaces (S2), (S3) de la 
deuxième et de la troisième famille se coupent suivant des courbes 
planes (K). Soit (A) l’une des deux développables isotropes 
passant par (K) : si M est un point de (K) et M' le point corres- 
pondant de l’arête de rebroussement de (A), la sphère de rayon 
nul ayant son centre en M' coupera le plan de (K) suivant le 
cercle (C), oscillateur en M. Toutes les positions de (C), relatives 
aux points M où les courbes (K) rencontrent une des surfaces (S) 
de la première famille, constituent un système cyclique, d’après le 
théorème de Ribaucour. Pour tous ces systèmes cycliques, les 
enveloppes de sphères (E2), (E3), qui forment la deuxième et la 
troisième famille, coupent sous le même angle le plan de l’une 
quelconque des courbes (K), cet angle étant celui sous lequel ce 
plan est coupé par l’une ou l’autre des surfaces (S2) ou (S3) qui 
contiennent celte courbe. Or, considérons la surface (00? ^^ve- 
loppe des plans des courbes (K) : si elle se déforme en entraînant 
dans ses plans tangents les courbes (K) et leurs cercles oscula- 


deux familles d’enveloppes de sphères (Ej,), (E,) qui se coupent à angle droit 
puisque, étant orthogonales à ( S ), elles coupent cette surface suivant ses dif- 
férentes lignes de courbure. Les surfaces (EJ, (E,) se coupant de plus suivant 
une des positions du cercle (G), c’est-à-dire suivant une ligne de courbure, il 
existera une troisième famille de surfaces, dont (S) fera partie, qui seront nor- 
males aux positions successives du cercle (C) et qui compléteront le système 
triple orthogonal. 
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teursjles surfaces trajectoires (S) des courbes (K) se transforment 
dans les trajectoires orthogonales (S') des nouvelles positions de 
ces courbes (n° 760); les cercles oscillateurs à ces courbes, aux 
différents points de chaque surface (S), deviennent les cercles oscu- 
lateurs en tous les points de la surface correspondante (S'); et, 
comme ils ne cessent pas de former des systèmes cycliques, il 
résulte de la réciproque énoncée plus haut que les nouvelles tra- 
jectoires (S') forment toujours une famille de Lamé. Ainsi 
toutes les propriétés précédentes subsisteront sans modification. 
Or il existe une déformation (0) de (0i) dans laquelle tous les 
cercles (G) de Fun des systèmes cycliques précédents viennent se 
placer sur une même sphère de rayon nul ayant son centre en un 
point déterminé de l’arête de rebroussement de la dévelop- 
pable (A). Les enveloppes de sphères (E2), (E3) relatives à ce 
système se réduiront toutes à cette sphère de rayon nul et coupe- 
ront, par suite, le plan de la courbe (K) sous un angle dont la 
tangente sera i. Cet angle étant le même pour tous les autres 
systèmes cycliques formés de cercles osculateurs à la courbe (K), 
il résultera de là que, pour chacun de ces systèmes, les cercles 
viendront se placer sur une même sphère de rayon nul et que^ 
par suite, toutes les développables isotropes circonscrites aux 
courbes (K) auront la même arête de rebroussement et viendront 
se confondre avec Tune quelconque d’entre elles. C’est la propo- 
sition qu’il s’agissait d’établir (^). 

973. Les relations géométriques qui résultent de l’étude pré- 
cédente nous permettent de constituer aucune intégration 
les systèmes orthogonaux dont l’existence vient d’être établie dès 


Les systèmes orthogonaux dans lesquels une des trois séries de trajectoires 
orthogonales est composée de courbes planes ont été considérés pour la première 
fois par M. O. Bonnet dans un Mémoire sur les surfaces orthogonales, inséré 
par extrait en 1862 aux Comptes rendus, t. LIV, p. 554 La méthode 

suivie par l’éminent géomètre exigeait encore certaines intégrations; mais il Ta 
complétée depuis en la faisant connaître dans son enseignement, bien qu’il n’ait 
rien écrit depuis 1862 sur ce sujet. En 1890-1891, M. Bianchi a fait paraître au 
t. XIX des Annali di Matematica, p. 177, un Mémoire intitulé : Sui sistemi 
tripli ortogonali che contengono una sérié di superficie con un sistema di 
linee di curvatura piane, où la détermination de ces systèmes orthogonaux est 
faîte de la manière la plus complète. A la même époque, dans notre Cours sur 
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que l’on connaît im système cyclique quelconque. Étant donné, 
en effet, un tel système, engendré parles différentes positions d’un 
cercle (C), choisissons une position cîe ce cercle, arbitraire mais 
fixe-, et, dans le plan de cette position particulière, construisons, 
d’après les règles données au n° 970, une famille quelconque de 
cercles (C'). Construisons, par exemple, une série de cercles (G) 
tangents à une courbe quelconque de ce plan. Les cercles (G') en- 
gendreront une suite simplement infinie^ une famille de systèmes 
cycliques. Le système cherché sera, en quelque sorte, l’enveloppe 
de tous ces systèmes; c’est-à-dire que toutes les positions des 
cercles (G') qui seront dans un même plan envelopperont la 
courbe (K) relative à ce plan et que la surface décrite par le point 
de contact de l’un .des cercles (C') et de cette courbe (K) sera 
une trajectoire orthogonale de la courbe. Les deux autres familles 
du système orthogonal correspondront aux deux autres familles 
du système cyclique donné. 

Il est clair que cette génération dispense de tout calcul. Il ré- 
sultera des remarques faites plus loin que les formes les plus 
simples des courbes (K) sont, après les cercles, les sections planes 
de la développable isotrope du quatrième ordre. 


les systèmes triples orthogonaux, nous donnions, en même temps que les résultats 
indiqués dans le texte, une autre méthode qui repose sur la remarque, évidente 
d’après les développements donnés plus haut, que les systèmes cherchés ont 
même représentation sphérique qu’une infinité de systèmes cycliques. Cette re- 
marque permet de les déduire des systèmes cycliques par l’application d’un 
théorème de Combescure, qui rattache à tout système orthogonal une infinité de 
systèmes analogues admettant la même représentation sphérique. Nous revien- 
drons sur ce sujet plus loin, au Chapitre XÏI. 
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CHAPITRE VIII. 


représentation sphérique, solution complète du problème. 

Emploi des coordonnées tangentielles a, p, — Réduction du problème de la 
représentation sphérique à l’intégration d’une équation aux dérivées partielles 
du second ordre dont les invariants sont égaux. — Les caractéristiques de 
cette équation sont les lignes de courbure de la surface. — Rapproche- 
ment entre les deux surfaces qui conduisent à la même équation du second 
ordre, l’une pour le problème de la déformation infiniment petite, l’autre 
pour le problème de la représentation sphérique. — On retrouve la transfor- 
mation de contact de M. Lie. — Notions générales sur une classe étendue de 
transformations de contact. — Application à celle de M. Lie. — Recherche des 
surfaces pour lesquelles on sait résoudi'e le problème de la représentation 
sphérique. — On démontre que, lorsqu’on sait résoudre ce problème pour une 
surface (S), on peut le résoudre, à l’aide d’une simple quadrature, pour toutes 
les surfaces inverses des surfaces (S') admettant même représentation sphé- 
rique que (S). — Ce procédé, appliqué aux surfaces qui correspondent à l’équa- 

tion = O, fournit toutes les surfaces réelles pour lesquelles on peut 

obtenir la solution complète du problème. — Démonstration analytique de ce 
résultat. — Compléments donnés aux développements du Livre IV, Chap. VIL 


974. Pour approfondir les relations que nous avons signalées 
entre les deux problèmes de la représentation sphérique et de la 
déformation infiniment petite, nous ferons connaître ici une mé- 
thode analytique, différente de celle qui a été développée dans le 
Chapitre précédent, et par laquelle on ramène la détermination 
de toutes les surfaces admettant une représentation sphérique 
donnée à Fintégration d’une équation linéaire du second ordre 
dont les invariants sont égaux. 

Nous avons vu (n® 165) que, si l’on prend l’équation du plan 
tangent à une surface (S) sous la forme 

(ï) — a)Y-f- (a^ — i) Z -H ^ == o, 

S étant une fonction des variables a et jî, les lignes de courbure 



LIVRE VIII. 


CHAPITRE VIII. 


de la surface sont définies par Téquation différentielle 
( 2 ) dp‘ da — dq' O, 

où y et gr' désignent les dérivées de ? prises par rapport à a et à 
Si donc on choisit comme variables indépendantes les para- 
mètres p et pi des deux familles de lignes de courbure, on aura 
nécessairement 


dp' dq' ^ 
dp dp dp dp ’ 


dp' dcc dq' 

dpi Jpi 5^1 dpi 


En appliquant la méthode du n“ 867,* on peut remplacer ces 
deux relations par les deux systèmes 


dp ■” dp 

^pi “ W 


dp ^ dp' 


où désigne une fonction auxiliaire. Cette fonction sera évidem- 
ment connue dès que la représentation sphérique sera donnée, 
car alors a et p seront des fonctions connues de p et de p^. Si 
donc on veut déterminer toutes les surfaces admettant la repré- 
sentation sphérique donnée, il faudra déterminer les solutions les 
plus générales p' et q' du système (5); puis, la fonction Ç s’ob- 
tiendra par la quadrature 

( 6 ) ^=J'(p'dx-hq’d^). 

Or, le système (5) est précisément de la forme que nous avons 
considérée tant de fois (n°® 391, 868); et nous savons que son in- 
tégration complète se ramène à celle d’une équation à invariants 
égaux définie par la condition d’admettre comme solution parti- 
culière soit X, soit^* Il est donc établi que la solution du pro- 
blème de la représentation sphérique se ramène, comme celle 
du problème de la déformation infiniment petite, à V intégra- 
tion d^une équation linéaire à invariants égaux. Seulement, 
les caractéristiques de cette équation aux dérivées partielles sont, 
dans le premier cas, les lignes de courbure et, dans le second cas, 
les lignes asymptotiques de la surface. Nous allons voir qu’en 
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essayant de rattacher l’une à l’autre les deux surfaces qui con- 
duisent, dans ces deux problèmes différents, à la même équation 
aux dérivées partielles, on retrouve la transformation de contact 
déjà signalée plus haut (n°® 167, 168) que nous devons à M. Lie. 

976. Déterminons, en coordonnées cartésiennes, une surface 
(S) parles formules suivantes 

(7) 

d’où l’on déduit 

dz = — p' doL — a dp' = — a dp' q' d^^ 

OU encore 

( 8 ) dz ~ oidx q' dy. 

Si l’on considère z comme fonction de x et dey", et si, suivant 
l’usage, on désigne ses dérivées premières par et y, on voit que 
Ton aura 

(9) = 

Rapprochées des précédentes ( 7 ), ces relations conduisent à 
l'identité 

(10) dp' d% — dq'd^— — dp dx — dqdy^ 

d’où il résulte que les lignes de courbure de la surface (S) 
correspondent aux lignes asymptotiques de la surface (S). 
Mais nous voyons de plus que les deux systèmes ( 4 ) et (5) relatifs 
à la surface (S) se changeront dans les suivants 

dp- ''dp’ \ âp dp’ 

<)pi dpi’ ( C>pi ' ^Pl' 

identiques, aux notations près, à ceux qui ont été donnés au 
n'^ 867 [p. 21 ] ; de sorte que la solution du problème de la défor- 
mation infiniment petite de (S) et la détermination de tontes les 
surfaces admettant la même représentation sphérique que (S) se 
ramènent à l’intégration d’un même système linéaire de la forme 




l'JT. 

suivante 
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(i3) 

c’est-à-dire à 
(ï4) 


l’intégration de l’équation linéaire 

I ^2 6 _ I ^2X 

6 dp <^pi dp <Jpi 


976. Il ne sera pas inutile d’indiquer ici les formules qui per- 
mettent de passer de la surface (S) à la surface (S). Soient X, Y, Z 
les coordonnées rectangulaires du point de (S) ; elles sont définies 
par les équations (n° 165) 

/ (XH-iY)P^-(X — iY)a + (ap--i)Z-+-? = o, 

(15) ) ^ -+" ûtZ -}- ^ = O, 

( X — i Y -h P Z = O. 

Si l’on y remplace a, p, p', par leurs expressions tirées 
des formules ( 7 ) et ( 9 ), on trouvera le système 

/ X— îY -HyZ — Æ? = o, 

(16) - I (X-i-iY)7^ — Z 4 “ 5 = O, 

d’où l’on tirerait X, Y, Z en fonction de y, 5 , p, gr. Ces for- 
mules caractérisent précisément la transformation de M. Lie, et 
les deux premières, qui ne contiennent pas les dérivées /? et gr de 
contiennent implicitement la tro'isième, d’après la théorie des 
transformations de contact. Nous allons rappeler rapidement sur 
quels principes repose la théorie de la transformation précédente; 
et pour cela nous considérerons d’une manière générale toutes les 
transformations de contact que l’on peut rattacher à la considé- 
ration de deux équations de la forme suivante 

, . j Y, z) = o, 

( cpi(ir,7.,^,X,Y, Z) = o. 

Ces relations établissent une liaison entre les coordonnées x\ 
Z et X, Y, Z de deux points m et M de l’espace. Si le point m 
est donné, le point M est assujetti à se trouver sur une courbe (C) ; 
et si l’on a donné le point M, le point m est assujetti à se trouver 
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sur une courbe (c). Suivant que l’on y considère ^5 z ou X, 
y, Z comme des constantes, les deux équations précédentes re- 
présentent la courbe (C) ou la courbe (c). 

D’après cela, si le point m est assujetti à décrire une surface (5), 
les courbes (C) qui lui correspondent dépendront de deux para- 
mètres et engendreront une congruence qui admettra une surface 
focale (S). Faisons correspondre (S) à (5) de telle manière qu’au 
point m de {$) corresponde l’un quelconque des points M où la 
courbe (C) correspondante touche la surface focale (S), c’est- 
à-dire en définitive un des points focaux de (C). Nous aurons ainsi 
défini la transformation de contact que l’on peut rattacher aux 
deux équations (17); et il est aisé de voir que cette définition sub- 
siste lorsqu’on échange les deux points M et m. Pour abréger, 
nous nous contenterons de donner la démonstration analytique. 


977 . Supposons que le point m décrive une surface {s) et soient 
alors P q les dérivées de z considérée comme une fonction de x 
et de y* A chaque point de {s) correspond une courbe (C) dé- 
finie par les équations (17); et, pour avoir les points focaux 
de cette courbe, il faut joindre à ces deux équations les suivantes 


(n^ 318 ) 

(18) 


{ do y âo J do 

l ^ H- ar "H 3-^ «5 = O, 
] dcc ày dz 


qui nous donneront, en remplaçant dz par sa valeur pdx-^qdy 
et éliminant le rapport de à dx^ 

^cp do do do 

(’ 9 ) (Jtpi 

dx ^ dz dy ^ dz 


Cette équation, que l’on peut mettre sous la forme plus symé- 


trique 

(20) 


do 

àOj 

dx 

dx 

do 

doi 



do 

doi 

dz 

dz 


I 
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doit être jointe aux deux précédentes (17) et permettra de déter- 
miner X, Y, Z en fonction de y, .5, q. Le point M qui cor- 
respond à m sera ainsi défini. 

Mais alors différen lions totalement les équations (17) et formons 
la combinaison cfcp — \ d^\ ou \ désigne la valeur commune des 
rapports (ip). En tenant compte des équations 


(2T) 




qui définissent cette variable auxiliaire on aura identiquement 

ou, en désignant par P et Q les dérivées de Z considérée comme 
fonction de X et de Y et remplaçant dTj par P dX -j- QdY 


X et Y étant des variables indépendantes comme y, on aura 
donc 



Ces équations, jointes aux précédentes (17) et(2i), permettront 
de déterminer Fun des deux groupes de variables y, js, jo, q 
ou X, Y, Z, P, Q en fonction de Faiitre. Comme elles se com- 
posent de la même manière avec ces deux groupes de variables, 
la réciprocité que nous avions signalée se trouve ainsi établie. 


978 . Appliquons ces notions générales, que nous nous conten- 
tons de signaler à grands traits, au cas particulier des deux 
équations 

( (X^iY)x-^ Z H- . 5 = O, 

( X — îY -j-^Z — 07 = 0. 


( 23 ) 



REPRÉSENTATION SPHÉRIQUK. lyS 

Ici la ligne (G) est toujours une droite isotrope. La ligne (c) 
qui correspond au point M(X, Y, Z) est une certaine droite 
appartenant à un complexe linéaire H que Ton définit comme il 
suit : 

Si Ton adopte les définitions du n® 139, la droite lieu du point 
(^>^1 5 ), définie par les formules précédentes, aura ses six coor- 
données définies à un facteur près par les relations 

j a= Z, 0 = 1, c= — X — i'Y, 

( a'=_Z, è'=X2+Y2-+-Z2, c'= X-tY, 

et, par suite, elle appartient nécessairement au complexe H défini 
par l’équation 

( 25 ) a^a’=zo. 

Il faudra joindre aux deux équations (s3) les suivantes 


(•26) j 

p-^X = o, 

X 2 Y -7- 5' — ^' 2 * == 0, 

(27) 1 

y — P — X(I -\-Py) = i 
iy-Q.-i-l(i—yCl) = < 

d’où l'on déduit les deux systèmes 


1 



— i + v/h-P^-hQ* 


\^py 


“ P -H îQ 


X4-2Y= 

i-vpy 


a?=yZ + X — jY, 

(28) j 

X tY 

I -^py 

(29) < 

4 î = Z-y(X + 2Y), 


P= + 


P — y 

^ ~ l-H i’y’ 


Q - 

i ^ 


i q = Z - X - 2 Y, 

l H- PjK 


qui sont résolus respectivement par rapport aux deux groupes de 
variables. 

On voit que, si à un point J7i correspond un seul point M, au 
contraire à un point M correspondent deux points m. Cela était 
évident a priori par la Géométrie. En effet, lorsque le point ru 
décrit une surface (S), la droite qui lui correspond engendre une 
congruence ; mais, comme cette droite est isotrope, elle a un seul 
point focal à distance finie. C’est cet unique point focal quicorres- 
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pond au point m. Au contraire, si M décrit une surface (S), la 
droite qui lui correspond engendre une congruence dans laquelle 
elle admet deux points focaux. Les deux nappes focales ainsi ob- 
tenues, qui, l’une et l’autre, correspondent à (S), sont polaires ré- 
ciproques par rapport au complexe linéaire auquel appartiennent 
toutes les droites (c). 

979. Ce n’est pas ici le lieu d’étudier, avec tout le soin qu’elle 
mérite, Timportante transformation de M. Lie. Nous nous con- 
tenterons d’en indiquer seulement certaines propriétés, dont nous 
aurons à faire usage; et, en premier lieu, nous démontrerons la 
plus importante de toutes pour les applications : A une droite 
de V espace (m) la transformation fait correspondre une 
sphère de V espace (M). 

On peut établir cette proposition par les considérations géomé- 
triques suivantes, qui en font bien comprendre l’origine. 

Soit {d) la droite donnée dans l’espace [m) et soit (^^^) sa po- 
laire réciproque par rapport au complexe H. Toutes les droites 
qui rencontrent {d) et {dii) appartiennent, comme on sait, à ce 
complexe. Aux différents points de (d) et de (d^) correspondent des 
droites isotropes dans l’espace (M); de plus, les droites isotropes 
qui correspondent à un point m de {d) et à un point de 
se coupent nécessairement au point de l’espace (M) qui corres- 
pond à la droite mm^ du complexe H. Il est ainsi établi que les 
droites isotropes correspondantes, soit aux points de {d)^ soit aux 
points de engendrent une même surface qui, étant double- 
ment réglée, ne pourra être qu’une sphère. 

Si la droite {d) appartient au complexe H, elle se confond 
avec (c/i) et, par suite, les deux systèmes de génératrices recti- 
lignes de la sphère se confondent. La sphère précédente se réduit 
à un point. Ce point est celui qui, dans l’espace (M), correspond 
à la droite {d): 

Le lecteur vérifiera tous ces résultats par le calcul, en em- 
ployant les formules ( 28 ) à ( 29 ). 

980. D’après cela, si nous connaissons dans l’espace {m) une 
congruence rectiligne, il lui correspondra, dans l’espace (M), un 
système doublement infini de sphères. Aux points focaux de 
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chaque droite de la congruence correspondront les deux points où 
chaque sphère touche son enveloppe. De sorte que, des con- 
gruences rectilignes pour lesquelles les lignes asymptotiques se 
correspondent sur les deux nappes de la surface focale, la trans- 
formation de M. Lie permet de déduire des familles de sphères 
admettant une enveloppe à deux nappes sur lesquelles les lignes 
de courbui'e sont aussi des lignes correspondantes. Au Livre IV, 
Chapitre XV, nous avons étudié un grand nombre de propriétés 
de ces enveloppes de sphères; et, en particulier, au n° 483, nous 
avons déjà indiqué comment la ti'ansformation de M. Lie permet 
d’en déduire des congruences rectilignes pour lesquelles les lignes 
asymptotiques se correspondent sur les deux nappes focales. 

Nous avons vu au 481, Livre IV, Chap. XV, que, pour ob- 
tenir des enveloppes de sphères à lignes de courbure correspon- 
dantes, il faut résoudre le problème de la représentation sphérique 
pour une surface donnée. Nous avons vu d’autre part (n° 888) 
que, pour trouver les congruences à lignes asymptotiques corres- 
pondantes sur les deux nappes focales, il faut résoudre, pour une 
surface, le problème de la déformation infiniment petite. La trans- 
formation de M. Lie nous permet d’établir un parallélisme, un 
lien étroit et direct, entre tous ces résultats. 

981 - Puisque cette transformation fait correspondre aux sphères 
de l’espace (M) des droites de l’espace toute transformation 
de l’espace (M) qui conservera les sphères donnera, dans l’es- 
pace une transformation conservant les lignes droites. Con- 
sidérons, en particulier, dans l’espace (M), une inversion accom- 
pagnée de déplacement, il lui correspondra dans l’espace (m) une 
transformation homographique conservant le complexe H; car les 
droites de ce complexe, qui correspondent à des points de l’es- 
pace (M), doivent nécessairement rester correspondantes à des 
points et, par conséquent, ne cesseront pas d’appartenir au com- 
plexe H. Or, nous avons établi (Chap. IV de ce Livre) que, 
lorsqu’on sait résoudre le problème de la déformation infiniment 
petite pour une certaine surface, on sait le résoudre aussi pour les 
surfaces homographiques. Transportant ce résultat à l’espace (M), 
nous voyons que : 

Si Von sait résoudre le problème de la représentation sphé- 
D. - IV. 12 
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rique pour une surface (S), on sait le résoudre aussi pour 
toutes les surfaces qui dérivent de (S) par une inversion. 

Cette proposition, qui a de nombreuses applications, s’établit 
d’ailleurs directement de la manière la plus simple. Il suffit de 
remarquer que, pour une surface (S), le problème de la représenta- 
tion sphérique équivaut à la détermination des systèmes cycliques 
dont les cercles sont normaux à (S). Énoncé sous cette dernière 
forme, il devient évident que le problème, résolu pour une sur- 
face donnée, l’est par cela même pour toutes les surfaces inverses 
à l’aide d’une simple quadrature (n° 9S0). 


982. Puisque la solution du problème de la représentation 
sphérique pour une surface (S) se ramène à l’intégration d’une 
équation linéaire à invariants égaux, il semble que toute recherche 
soit terminée; car nous connaissons toutes les équations de ce 
genre dont l’intégration peut être effectuée. Mais si l’on veut dis- 
tinguer, comme cela est nécessaire pour les applications, entre les 
surfaces réelles et celles qui sont imaginaires, il se présente une 
difficulté que nous allons examiner, d’une manière complète, en 
terminant ce Chapitre. 

Reprenons la méthode développée au n° 974. L’équation qu’il 
faudra intégrer sera la suivante 

^ dp dpi "" X dp dpi ’ 

OÙ X est défini par l’une ou l’autre des formules (4)- Or, pour un 
point réel d’une surface réelle, a et P sont des variables imaginaires 
conjuguées. Et, par suite, X sera une imaginaire de module 
égal à I. Nous sommes donc conduits au problème d’Analyse 
suivant : 


Parmi les équations de la forme 


(3i) 


d^e 

dp dpi 


= /c0, 


déterminer celles qui admettent une solution de module i et 
qui peuvent, en outre, être intégrées^ 


Considérons, par exemple, l’équation la plus simple de la forme 
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précédente 

(3a) 

Si l’on y substitue 


dp dpi 


6 = e^“, 


elle se décomposera dans les deux suivantes 

__ dui âtii 

dp dpi dp dpi ~ 

qui donnent l’une ou l’autre des trois solutions suivantes 

eWPi), 

a désignant une constante, / et fi des fonctions l'éelles. Le ré- 
sultat est très simple; mais, pour les autres équations intégrables 
de la forme (3 1 ), il ne paraît pas se présenter aussi rapidement. 


983. Avant de continuer, voyons quelles sont les surfaces qui 
correspondent aux valeurs précédentes de X. Soit d’abord 

(33) X = 


Les équations 
deviennent ici 


(4), qui définissent la représentation sphérique, 


dp 

dpi 


d(x 

e^a , 

dp 
«• da 
dpi 


En faisant tourner autour de Taxe des on pourra réduire à zéro 
la constante a; ce qui donnera 


On a donc 


d(p-a) ^ ^ + ^ O 

dp ’ dpi 

PH-a = cp(p), p->a = 4;(pi). 


Si y, 5 désignent les coordonnées du point de la représentation 
sphérique, on a 


œ 

I — JS 


= a, 


'JlL - 




C34) 


i — s 
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de sorte que les équations précédentes deviennent 

(35) rZTi = 

La représentation sphérique se compose de deux familles de 
cercles orthogonaux. Tous les cercles d’une même famille se 
touchent mutuellement au point 

X =y = O, ^-=1. 

On a ici 

__ 

dp dpi 

et l’on 'retrouve les surfaces à lignes de courbure planes dans les 
deux systèmes, considérées au n® 104 et définies par les équa- 
tions (ï 2 ) [I, p. i3ij. 

Si l’on prend maintenant l’une des autres solutions 

on pourra toujours, en échangeant, s’il est nécessaire, p et pi et 
choisissant convenablement le paramètre p, la réduire à 

\ = e*P. 

La seconde équation (4) nous donne alors par l’intégration 

P-f- e2^Pa=/(p) 
ou 

pe-^P = 2cp(p). 

Remplaçant a et p par leurs valeurs (34), nous trouvons 

(36) a? cosp — J sinp = (p(p)( I — xî). 

Les courbes de paramètres p sont donc des cercles qui passent 
par le point fixe 

X = y =z Z ■=: l. 

On obtient sur la sphère le système orthogonal qui est l’inverse 
d’un système plan formé par des courbes parallèles et par leurs 
normales communes. Les surfaces qui l’admettent pour représen- 
tation sphérique ont évidemment leurs lignes de courbure planes 
dans un système ; mais elles ne sont pas les plus générales de cette 
définition. 
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984. Après avoir examiné, parmi les équations de la forme (3i), 
la plus simple de celles que l’on sait intégrer, il nous reste à ré- 
soudre le problème proposé pour toutes les autres. Nous allons 
indiquer comment on peut y parvenir. Voici d’abord la traduction 
géométrique des opérations analytiques que nous aurons à exé- 
cuter. 

Soit une surface (S) pour laquelle on sait résoudre le problème 
de la représentation sphérique et désignons par (S^) la surface la 
plus générale, dépendante de deux fonctions arbitraires, admettant 
même représentation sphérique que (S). Le problème de la repré- 
sentation sphérique est le même pour (S') et pour (S). Donc on 
saura le résoudre pour (S') et, par suite aussi, d’après une propo- 
sition indiquée plus haut, pour la surface (S") qui est l’inverse 
de (S'). Répétant sur cette nouvelle surface (S^')les mêmes opéra- 
tions que sur (S), on pourra introduire deux nouvelles fonctions 
arbitraires et poursuivre indéfiniment l’application de la méthode. 
Toutes les opérations indiquées pourront être effectuées dans 
l’espace réel et donneront aloi'S des surfaces réelles si la première 
est réelle. Il reste seulement à établir que cette suite d’opérations, 
appliquée, par exemple, aux surfaces qui correspondent à l’équa- 
tion ( 82 ), nous fournira toutes les solutions réelles du problème 
de la représentation sphérique. En tenant compte des formules 
qui définissent l’inversion dans le système de coordonnées tan- 
gentielles (a, |3, (^), le lecteur reconnaîtra aisément que les 

considérations analytiques développées dans les numéros suivants 
se rattachent directement aux constructions géométriques que 
nous venons d’indiquer. 


98o. Soit 
(37) 


^2 3 

àx ôy 


= 


une équation linéaire du second ordre donnée; nous supposerons 
que les variables indépendantes a; et y soient réelles et que l’é- 


(‘) Ces formules se déduisent très simplement de celles qui ont été données 
au U® 174 et se rapportent à un système de coordonnées légèrement différent. 



LIVRE VIII. — CHAPITRE VIII. 


182 

quation admette une solation particulière 
(38) = 

de module égal à Tunité. Nous allons montrer d’abord comment 
on peut déduire de cette équation un nombre illimité d’équations 
de même forme, admettant comme elle une solution imaginaire de 
module égal à Punilé. 

Au n° 390, où nous avons établi le théorème de M. Moutard, 
nous avons vu que, si z désigne une solution de l’équation ( 87 ) 
la fonction cr, définie par la quadrature 



satisfait à Téquation 

(40) = 

OÙ ^ désigne le symbole défini au même n^ 390. Comme l’équa- 
tion proposée ( 87 ) peut s’écrire 

(41) ■ = 


on voit que les deux équations ( 87 ) et ( 4 o) se déduisent l’une de 
l’autre par le changement de i en — i; par suite, elles admettront 
la première la solution o-q, la seconde la solution Zq, Zq et o-q dé- 
signant les imaginaires conjuguées de et de o-. Mais nous allons 
établir un résultat plus précis et montrer que l’on peut, d’une 
infinité de manières, choisir la solution z de telle manière que tr 
soit égale à Zq. 

En effet, la quadrature qui définit z peut être remplacée par les 
deux relations suivantes 



qui nous donnent 


(-) 

\ _ 2^ à(üiZo) 

dx ~ 0)2 dx ^ 



â(cûZo) 


(48) 
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par le changement de i en — /, entraînant celui de co en Nous 
aurons donc 



de sorte que la formule (Sg), qui subsistait quand on y rem- 
plaçait 5, c, CO par O-, demeurera encore valable lorsque, sans 

changer co, on y remplacera o- respectivement par o-q, En 
ajoutant et en retranchant successivement les deux équations (Sg) 
et (44) on peut donc conclure que, si l’on emploie au lieu de z 
Tune ou Tautre des deux solutions suivantes 

( 45 ) S-H<To, — Œo) 

de Féquation (37), la quadrature (89) nous fournira au lieu de g- 
les deux solutions correspondantes 

( 46 ) CT 4-^0» 5o) 

de l’équation (4o)j solutions qui sont, dans les deux cas, imagi- 
naires conjuguées de celles d’où on les a déduites. Comme on ne 
peut pas avoir en même temps 

^ 4- <To = O, Z — (To = O, 

on voit que, dans l’un au moins des deux systèmes de solutions 
ainsi obtenus, les valeurs de .s et de c ne seront pas milles, ce qui 
démontre la proposition énoncée. 

986 . Cela posé, employons non plus la solution co, mais la so- 
lution pour passer, suivant la méthode de M. Moutard, de 
l’équation proposée (87) à une autre équation 

( 47 ) 

que l’on saura intégrer en même temps que la première. D’après 
les relations (4 2), on verra facilement que l’on a 

«•> , 

et par conséquent l’équation précédente (47) admettra la solution 
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particulière 

(49) 
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Z = (j) — > 

.s 

qui, elle aussi, est de module égal à Punité toutes les fois que 
0 - est l’imaginaire conjuguée de 

987. Ainsi, il y a une infinité de solutions de l’équation ( 3 n) 
dont l’emploi permet de passer à de nouvelles équations conservant 
la propriété d’admettre des solutions imaginaires de module égal 
à l’unité. Il nous reste à démontrer que la méthode précédente 
pourra fournir eflPectivement et complètement l’ensemble des 
équations qui admettent de telles solutions. Pour établir ce ré- 
sultat, nous remarquerons tout d’abord que, appliquée à une équa- 
tion pour laquelle la suite de Laplace est limitée, la méthode em- 
ployée donnera généralement des équations pour lesquelles le rang 
de la solution (n° 335) s’élèvera de plus en plus. 

Prenons, en effet, comme solution de passage la combinaison 
suivante 

(50) z' = Z -h <To -h ai{z — (Jq) 

des deux solutions (45), a désignant une constante. Pour 

ai = I, 

on a 

et comme z est la solution la plus générale de l’équation ( 87 ) 
l’emploi de la solution 2 Z permettra certainement de passer aune 
équation de rang supérieur. Puisque le rang s’élève par l’emploi de 
la solution de passage 5 ', pour la valeur particulière — i de a, il ne 
pourra rester le même, ou s’abaisser, que pour certaines valeurs par- 
ticulières de a] et, par suite, la solution définie par l’équation (5o) 
fournira, pou?' une infinité de valeurs réelles de a, une équation 
nouvelle 

8(2)=S(i). 

ayant une solution générale de rang supérieur. Si l’on pose 

(51) — ai(-So — tr), 
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celle équalion admettra évidemment la solution imaginaire ^ 
de module égal à Punité. 

Si nous pouvons établir maintenant que l’on peut toujours, en 
choisissant convenablement s, non plus élever, mais abaisser le 
rang de la solution, nous aurons montré par cela même que toutes 
les équations cherchées dérivent, par voie de récurrence, de celle 
que nous avons étudiée au n^982. Mais, pour mettre hors de doute 
ce point essentiel, nous avons à rappeler et à compléter diverses 
notions données au Livre IV et plus particulièrement au Chap.VII 
de ce Livre. 

988. Nous commencerons par la remarque suivante : 

Soit (E) une équalion linéaire du second ordre pour laquelle la 
suite de Laplace se termine dans les deux sens, du côté positif à 
l’équation (E/), du côté négatif à Péquation (E_y). Nous avons vu 
que son intégrale générale peut se mettre sous la foimie suivante 



1 

X 


. . . X«' 

Y 

Y' . 

.. Y(/^ 

{5a) 

II 



. . . 

yx 

y. • 

•• yf 



^ni 


, . . U, 

ym 

y m 

J m 


où l’on a m = Z 4-/ + I , où X, Y désignent des fonctions arbi- 
traires, dépendant respectivement de ^ et de y seulement. N est 
une fonction déterminée quelconque, les Xh dépendent de x et 
les de y seulement; de plus les Xh sont des fonctions linéaire- 
ment indépendantes ainsi que les y/f. Aux n"® 341, 342, nous 
avons indiqué quelques propriétés des expressions de la forme 
générale (52) qui s’annulent quand on remplace le couple (X, Y) 
par le couple yh)- Nous ajouterons ici la remarque suivante. 
Supposons que l’on ait trouvé pour la même équation (E) deux 
formes distinctes de l’intégrale, la première 

la seconde 

(54) ^ = PXo -t- Pi X' o + . . . + PfX''V QY„ + Q, Y; -t- . . . + Qy Yj/’ ; 
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on passera de l’une à l’autre par une substitution de la forme 

l X = AXq . .H- 
j Y = BYo-h Xi JKi H“* • 

OÙ A est une fonction de B une fonction de j et 
des constantes quelconques. 

Pour le démontrer nous remarquerons que, si l’on passe de l’é- 
quation (E) à celle (E/), qui termine la suite de Laplace du côté 
positif, la première forme de l’intégrale donnera pour l’équa- 
tion (Ei) une intégrale 

.5,* = HX -H KY H- Kl Y' -h . . . K,;,_i Y(^-i) 

et la seconde forme de l’intégrale donnera de même 

Zi = LXo ^ RY -t- Ri Y' -h . . . H- R;;,_i 

Égalant ces expressions différentes de Zi et remplaçante^ par une 
valeur constante quelconque, on aura 

X = AXo-hAi, 


A et Ai dépendant de x seulement. 

En considérant de même l’équation (E^y), on démontrera que 
l’on a 


Y = BYoH-Bi, 


B et Bi étant des fonctions dej^. 

Si donc, pour abréger, on pose conformément à une notation 
déjà employée (n°® 368 et 394) 


I /(X)H-o(Yj 

1 -S ~/^o(Xo) H- <po(^o); 


on devra avoir, en substituant les valeurs de X, Y et égalant les 
deux expressions de z 

/(AXo)-4-cp(BYo)4-/(Ai)4-cp(Bi)=/o(Xo)-hcpo(Yo), 


et cela pour toutes les expressions possibles des fonctions arbi- 
traires Xq, Yq. Si l’on donne successivement des valeurs milles à 
ces deux fonctions l’équation précédente se décomposera dans les 



trois suivantes 
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(5;) 


/(AXo)=/o(Xo), 
( cp(BYo) = 9o(Yo). 


Les deux dernières détermineront les symboles /o, (Pq, Quant à la 
première, d’après le ‘résultat démontré au n"' 342, elle montre 
que Al, Bi sont des combinaisons linéaires à coefficients constants 

Al = -h. . 

Bi = XiJKi . .-h 'kmyni 

des fonctions Xh^ yh* La proposition énoncée se trouve ainsi dé- 
montrée. 

Si Ton effectue, dans l’expression (62) de la substitution dé- 
finie par les formules (55), elle conservera sa forme générale, nous 
l’avons déjà démontré (n® 341)5 et il est clair que les nouveaux 
couples avec lesquels elle est formée y\) se déduiront des 
anciens {xh^yh) par la substitution 


(58) 





yji 

B ’ 


de telle sorte que, si l’on a, dans les deux formes de l’intégrale 
Xh=xl^^ la fonction A se réduira nécessairement à une constante 
et l’on aura 

(59) /,(Xo^ = A/(Xo). 

Nous ferons plus loin usage de cette remarque. 


989. Revenons maintenant aux équations à invariants égaux et 
rappelons la méthode donnée au Livre IV, Chapitre VII (n® 394). 
Nous avons vu que, si l’intégrale générale de l’équation (87) est 
donnée par la formule 

(60 ) ^=/i(X)+/ 2(Y), 

où nous conservons toutes les notations adoptées au n® 394, et 
si l’on emploie la solution to ayant pour expression 


(61) 


t^=/i(Xi)+/2(Yi), 



i 88 


LIVRE VIII, — CHAPITRE VIII. 


la fonction a- définie par la quadrature (89) est déterminée par la 
formule 


(62) 


: = C0[/i(X)-/,(Y)]-2B.(x, J) + 2B 
— 2 y Xoi(Xi)«?afH-2 y Ycp2(Y])<i;/-. 



Aux propriétés que nous avons établies, nous allons ajouter 
quelques relations nouvelles. D’après la formule (Sg), ws- doit se 
réduire à une constante lorsqu’on fait 5 = w, c’est-à-dire 

X. = X, Y,= Y. 

Le second membre de l’équation (62) devra donc se réduire à 
zéro pour une détermination convenable des deux intégrales tant 
que ces intégrales ne disparaîtront pas toutes les deux. En égalant 
à zéro les parties qui subsistent lorsqu’on annule séparément Y 
ou X, on obtient les deux' formules déjà connues (n" 396) 

j 2y Y<?,(Y)rfj.=/|(Y)-2B,[Y, 

Il reste alors la suivante qui est nouvelle 


( 64 ) 



àA(Y) 

dx 



Y, 


ày J‘ 


Si, dans la première des formules (63), on remplace X par 
^ désignant une constante, on trouvera, en égalant les 
coefficients de \ dans les deux membres, la relation suivante 


( 65 ) 


jy xtp,(x,)^f.v+ y X 1 9i(X)<3?a7 

I =/i(X)/i(Xi) — Bij^X,^^^^^j_Bi[^Xi, 


^/i(X) -| 

dx J 


Remplaçons par Xi^ en nous rappelant que Ton a (n° 396) 

5 ) <^i(Xi) = o, MXi)->r-fi{y,)=o. 
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Il viendra 


^67) y ?1 (X) dx =/, (X) /: {x^- B, [x, ^x,-, . 

En tenant compte des identités (64) et (66), on peut écrire 

Nous prendrons, par suite, 

(69) y a?/<pi(X) dx =/i(X)/i(a?j)— -t- Bjj^^f, - , 


et de même 

(70) y yiO,(Y) dy =/,(Y)/,(y,-) -Bj[:>7. 

de sorte que ces deux dernières formules, jointes aux deux pré- 
cédentes (63), détermineront la valeur jorécf^eque nous attribue- 
rons toujours aux intégrales 

J Jyi^^C^)dy, J X^i{X)dx, J l^^{Y)dy, 

lorsque nous les rencontrerons dans la suite du raisonnement. 


990. Cela posé, restons encore dans les généralités et suppo- 
sons que les fonctions <p^ (X<), Ç2(Y^) soient différentes de zéro. 
L’expression de cr s’annulera quand on remplacera 


Jxoi(Xi)dx = Xo et yYcp5(Yi)rfr = Yo, 
respectivement par le couple (ï , i) et par les suivants 
[y X,Ÿ,(Xi)d;îr,y YitpjCYOdj], [y XiOiÇK.i)dx,J'yi<f,{Yi)dy'^. 


L’intégrale cr sera de rang supérieur à 4? et nous retrouvons le ré- 
sultat déjà indiqué au n** 396, en indiquant seulement ici d’une 
manière plus précise comment il faut déterminer les quadratures 
précédentes. 

Supposons maintenant que la solution w soit telle que l’on ait, 



rgo 

par exemple 
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cpi(Xi) = Ü, ÇaCYi) O. 


Alors il viendra pour Xj une combinaison linéaire à coefficients 
constants 


Xj = Xi a?! -H . . . -f- X 

m 


de , ^27 • * • î et comme on peut, sans changer to, retrancher 
de cette combinaison linéaire, à la condition de retrancher 
+ • • • + ^^mym de Y^ , on pourra supposer 

Xi = o. 

Alors, si l’on pose 

J y <fj(YOrfy = Yo, 

l’expression de c- s’annulera quand on y remplacera le couple 
(X, Yo) des fonctions arbitraires par les suivants 

[oj J* Yicp2(Yi)û(;^J. 

Mais comme le premier élément du dernier couple est nul, 
l’analyse développée au n® 341 permettra, en substituant à Yo la 
fonction 

Yi o,(Y,)dj^ 

de réduire cette expression de o* à une forme nouvelle admettant 
seulement les couples suivants 



qui sont en même nombre que ceux de js et, en outre, composés 
du même premier élément. Donc, si l’on détermine le rang 
d’une équation d’après celui de sa solution générale, Téquation à 
laquelle satisfait est de même rang que la proposée ( 37 ). 


991. Supposons enfin que la solution co soit telle que l’on ait à 
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la fois 

(71) oi(Xi) = o, 02 (Yi) = o; 

OH pourra encore supposer que Ton ait 

(71) X.= o. 

Mais, de plus, Y^ sera une solution de la seconde équation ( 71 ) 
que Ton pourra prendre pour représenter le second élémenty^ du 
premier couple. Faisons donc 

(72) 

L’expression de s* sera débarrassée de tout signe de quadrature. 
Si Ton pose 

(73) /,(/,) /.(«) - B,[r„ - B.[„, 

aa sera une constante en vertu de la formule ( 70 ). 

PourX= Y = 7 /, on trouve 

Pour X == O, Y = y i , on a 

CÛGT = — Æji J 

a- s’annulera donc quand on y remplacera le couple (X, Y) par les 
suivants 

/ aa.i \ 

qui sont en même nombre que ceux de z et, ici encore, composés 
du même premier élément. 

Si a^ I était nul, le résultat précédent n’aurait aucun sens, mais 
nous avons vu (n° 396) que, dans ce cas, cr est l’intégrale générale 
d’une équation de rang inférieur. 

992. Nous venons de compléter notre théorie du Livre IV, 
Chap. VII, relative au passage d’une équation à une autre par 
l’emploi du théorème de M. Moutard. Appliquons les résultats 
obtenus au cas spécial où co est une solution imaginaire de module 
égalàl’unité. Alors, comme o- satisfait à l’équation imaginaire con- 
juguée de la proposée, il faudra que cr soit de même rang que 5 , 
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et, par suite, que co satisfasse au moins à Tune des conditions 
cpi(Xi) = o, (p2(Yi) = o. 

Supposons donc 

Xi = O. 

Si l’on a de plus 

?2(Yi) = o, 

on peut affirmer que la constante ne sera pas nulle, sans quoiîr 
serait de rang inférieur à ce qui est impossible. Donc, dans tous 
les cas, les couples de <7 auront les memes premiers éléments Xh 
que les couples de z. 

Dans la solution ainsi trouvée pour or changeons i en — nous 
trouverons évidemment la solution générale de l’équation en z] et, 
d’autre part, les premiers éléments Xh de chaque couple seront 
remplacés par leurs conjugués x\. Donc la solution générale de 
l’équation en z peut être mise sous une forme dans laquelle les 
premiers éléments des différents couples sont les x\. 

Considérons les deux équations différentielles auxquelles satis- 
font, d’une part, les fonctions Xh et, d^ autre part, les fonctions x\, 
11 suit de la remarque que nous venons de faire et de la théorie 
développée plus haut (n° 988 ) que l’on obtiendra les différentes 
solutions de la seconde en multipliant celles de la première par 
une certaine fonction cp (x). Donc, si est une solution de la pre- 
mière, XAf(x) sera une solution de la seconde. D’autre part, les 
solutions particulières des deux équations étant deux à deux ima- 
ginaires conjuguées, la conjuguée x^fo(^) de Xà^{oc) [oo(^) 
étant la fonction conjuguée de y(^)] sera une nouvelle solution 
de la première et enfin ^q{x) sera une nouvelle solution 
de la seconde. On peut conclure de là que, étant donnée une solu- 
tion quelconque de l’une des deux équations linéaires, on en 
trouvera une nouvelle en la multipliant par la fonction, réelle et 
positive, 

6(a?) = (p{x) (foix). 

Cela exige évidemment que 6(5?) soit une constante. Il sera 
permis de la prendre égale à l’unité, et l’on aura, par conséquent, 

«P (a?) = e2«/(a:)^ 

f{x) étant une fonction réelle de x. 
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La première équation linéaire admet donc, en même temps que 
la solution a;*, la suivante 

Or si, dans l’expression générale de 5, on remplace la fonction 
arbitraire X de a; par toutes les solutions cck de la pre- 
mière équation linéaire seront multipliées par de sorte que 

cette première équation admettra maintenant, en même temps, les 
deux solutions 

qui sont imaginaires conjuguées Vune de Vautre, On peut 
évidemment remplacer ces deux solutions imaginaires par les 
deux solutions réelles formées de la partie réelle et de la partie 
imaginaire de l’une d’elles. Et l’on voit ainsi que l’on peut ramener 
la solution générale de l’équation aux dérivées partielles à une 
forme pour laquelle les premiers éléments Xh de chaque couple 
sont tous réels, 

993. Ce résultat essentiel étant établi, adoptons pour la forme 
dont nous venons de démontrer l’existence et bornons-nous à 
considérer les solutions pour lesquelles on a 

(74) Y = ^’ = /i(X), 

X étant une fonction arbitraire réelle. Alors, comme on a 

Xi = O, 

pour la solution o>, la formule (62) est débarrassée de tout signe 
de quadrature et nous donne pour cr une expression de la forme 

cr'=oi(X), 

qui renferme, jusqu’au même ordre que dans;:', les dérivées de la 
fonction arbitraire X. Si l’on y change i en — f, on aura 

et, d’après la proposition établie plus haut, à la fin du n'^ 988, on 
pourra écrire 

cpO(X) = a/i(X), 


D. — IV. 


i3 
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a étant une constante. De là, on déduit 


a'= cpi(X) = = ^0^0» 

étant la constante conjuguée de a. 

Gela posé, Téquation 

admettra, d’après ce que nous avons vu, la solution ^ ou, en sup- 
primant le facteur constant «o, la solution encore de 

module égal à i, comme to. 

D’autre part, en prenant pour X, dans la formule (74)? tinc soin- ' 
lion particulière 7'éelle de l’équation linéaire 

cpi(X) = o, 

qui annule l’intégrale quadratique de celte équation linéaire, ce 
qui est toujours possible (n°® 374 et 396), puisque toutes les solu- 
tions particulières de cette équation sont réelles et linéairement 
indépendantes, on sera assuré de passer, par l’intermédiaire de ,3^ 
à une équation aux dérivées partielles de rang infci'icur à la pro- 
posée. Ainsi se trouve complétée notre démonstration : toutes les 
équations admettant des solutions de module égal à 1 ’unité peuvent 
se déduire par récurrence de celle que nous avons considérée 
au n° 982. 

994. Il ne sera pas inutile d’indiquer au moins une applica- 
tion de la méthode de récurrence que nous venons d’étudier. 
Prenons, comme point de départ, l’équation 

dxdy~°' 

et la solution, de modale égal à i, 

(76) 

de cette équation. Soit 5 ' une autre solution quelconque et cr' la 
fonction définie par la quadrature 
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Dans le cas spécial que nous considérons, o-' satisfera encore à 
l’équation Il faut tout d’abord mettre sous une forme 

telle que cr^ soit sa conjuguée. Pour cela, il n’y a qu’à appliquer la 
méthode générale donnée plus haut (n°988) et l’on reconnaît ainsi 
qu’il faut prendre s' sous la forme 

( 78 ) 

OÙ X, Y désignent des fonctions réelles de x el de y respective- 
ment. On peut prendre alors 

(79) cr' = X~jX-iY, 


et l’on peut passer à une équation de rang supérieur. 

L’emploi de la solution conduit à l’équation de second rang 

qui admet la solution particulière de module égal à Tunilé 

/UN .X'~-ïX-îY 

(«.) = 


et dont l’intégrale générale sera définie (n° 395) par la formule 


(8a) 


_ 2X04-9.Y0 X' .y; 

" X'-h lŸ X"-+- Di' ^ Y' ’ 


où Xo, Yû désignent deux nouvelles fonctions arbitraires de^ et 
dey. La solution <0 correspond aux déterminations suivantes de 
ces fonctions 

(83) Xo = X'e^^ Yo=o. 

Pour pouvoir continuer, il faut mettre ces fonctions Xq, Y^ 
sous une forme telle que la fonction o-, définie par la quadrature 



soit la conjuguée de z. Pour cela, il faut calculer d’abord o-. En 
vue des applications ultérieures, nous indiquerons même com- 
ment on calculerait la fonction 0 définie par la quadrature 




LIVRE VIII. — CHAPITRE VIII. 


z' étant, comme 5, une solution de l’équation (8o) correspondante 
aux déterminations de Xo et de Yo, 


( 86 ) 


2X1 -f- 2 Yi Xj 


î Y' 


Il û’y a ici qu’à appliquer sans modification la méthode indi- 
quée au n® 394. Posons 


/i(m)- X'- i-jX-i-tY X"-hiX'’ 
” x'-+. zx ' -4-7 Y ^ Y’ 


(87) 


gi{v)= 


X"'-i-iX" 
X-t-jY (X"-4-tX 


-H iX H- J Y ' Y 


"] i9’ 

'2 J ^ Y' ’ 






. iw 


Bî(m, i>) = jyr 


on aura 
(88) 


=/l(Xo) -i-/2(Yo), -’ = yi(Xi) -i-ysfY]), 

<»=) -(ï)=-[x^(^)T- -(l)=[M 5 )T' 


et l’on trouvera 


Ô=/i(Xo)-/2(Yu)- 


2X0 


à log^' 


(90) 


X"H- dx 


‘lïYo (^log.3' 


ày 


- (è) ^ ^ ( 0 ') 

8 sera la solution générale de l’équation 


(90 = 

et l’on y fera disparaître les quadratures par les changements de 
notation si souvent indiqués. 

Supposons que se réduise à to et, pour cela, remplaçons Xi, 
Yi, par les déterminations (83) données plus haut. Nous aurons 
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( 92 ) 








eix Y 

X"+ iX7 ’ 


6 sera alors égal à c-, ce qui donnera 



(93 ) 


cr=/i(Xo)-/.(Yo) 


2X0 (Jlogüi 
X^+ iX' 


2 2Yo (?l0gt*) 

Y' 





Il faut maintenant choisir Xo, Yq de telle manière que g* soit la 
conjuguée de z ; c’est le résultat que l’on obtiendra en prenant pour 
Yq une fonction l'éelle de y, el en substituant à la place de Xq 
l’expression 


(94) 


Xo=X 


2 


-h ï%! 


où X 2 est une fonction arbitraire 7'éelle de x. 

Alors l’emploi de la solution z permettra de passer à l’équation 
de troisième rang 


(9^) 




qui admettra encore une solution ^ de module égal à l’unité. 

Il est essentiel de remarquer que, conformément à la proposi- 
tion du n® 394, on peut faire disparaître, par un choix convenable 
des fonctions arbitraires, tout signe de quadrature dans la suite 
des calculs. 

Pour obtenir toutes les équations de second et de troisième rang, 
admettant des solutions de module égal à l’unité, il £|udrait 
encore employer les solutions 

de l’équation (yS). Mais ces solutions se déduisent de celle que 
nous avons choisie, soit par un changement de notation, soit par 
le passage à la limite. 
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CHAPITRE IX. 


SURFACES A LIGNES DE COURBURE FLANES. 

Première application des méthodes précédentes. -- Rappel des formules propres à 
déterminer les surfaces admettant une représentation sphérique donnée. 
Recherche des surfaces à lignes de çourbure planes dans un système. — ■ Elles 
correspondent toutes à des équations à invariants égaux pour lesquelles la so- 
lution est de premier ou de second rang. — Méthode de recherche directe : 
théorème général qui permet de les déterminer très simplement au moyen de 
trois développables dont l’une (A) est isotrope et les deux autres (D), (D,) 
applicables l’une sur l’autre avec correspondance des génératrices rectilignes. 
— On déduit de cette proposition que, si une ligne de courbure plane est un 
cercle, toutes les autres sont des cercles, que si une d’elles est algébrique, toutes 
les autres le sont aussi, etc. — Mise en œuvre de la génération précédente. — 
Calculs et constructions géométriques propres à déterminer la surface réelle la 
plus générale à lignes de courbure planes, sans aucun signe de quadrature. 


993. Avant dépasser aux applications des résultats analytiques 
obtenus au Chapitre précédent, rappelons en quelques mots les 
résultats obtenus. Pour ne pas multiplier les changements de no- 
tation, supposons que y soient les pai'amètrcs des lignes de 
courbure et jouent le rôle des variables p, du n® 974. Les sur- 
faces qu’on peut rattacher à une même équation 


(i) 


dx ùy 


= A-0, 


» 

pour laquelle on a x'ésolu les problèmes analytiques précédents, 
pourront être définies de la manière suivante. Si l’on désigne 
par 4?, d deux solutions quelconques de l’équation, mises sous la 
forme pour laquelle les fonctions imaginaix'cs conjuguées o-, < 7 ' 
sont définies par les quadratures 
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to étant toujours la solution de modale égal à l’unité, on pourra 
prendre, en rapportant la surface au système de coordonnées tan- 
gentielles a, [i, 

(3) a = S = ü)cr'. 

CO ^ 

Ces deux formules définiront la représentation sphérique des 
lignes de courbure. Puis on fera de même 


(4) 

tücr, 


(5) 


ùx 




Les variables a et (3 étant imaginaires conjuguées ainsi que 
ot^^, on pourra obtenir une infinité de déterminations réelles de ? 
cl la surface sera l’enveloppe du plan défini par l’équation 

(G) (a-f. P )X /(P — a) Y H- (ap - i)Z H- ? = 0, 

ou tout est connu et d’où l’on peut faire disparaître tout signe de 
quadrature. Rappelons les l'clations 



. è% 

<0® J 

àpl _ 

CO® •— » 


ùw 

àx 

dx 


ù% 

dp' _ 

1 

E 

' Oy 


ày 

dy ■” 



tout à fuit équivalentes aux formules (a). 


996. Nous avons déjà reconnu (n^ 983) que l’équation la plus 
simple de lu forme (i) correspond à des surfaces à lignes de cour- 
bure planes particulières, caractérisées par cette propriété que les 
cercles qui servent de roprcscnlation sphérique aux lignes de 
courbure planes passent tous par un point fixe. Proposons-nous 
maintenant de définir les surfaces à lignes de coui'bure planes les 
plus ' ' ' Nous allons voir qu’elles correspondent toutes à 
des équations pour lesquelles la solution est de premier ou de 
second rang* 

Désignons par w le paramètre des lignes de courbure planes de 
la surface. En tous les points d’une do ces lignes, le plan tangent 
devra faire un angle constant avec le plan de la ligne, c’est-à-dire 
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avec une droite dontles paramètres directeurs dépendront unique- 
ment de X. En exprimant cette condition, on sera conduit à une 
équation de la forme 

Xk^ ^2î ^3 désignant des fonctions de x. Au reste, cette équa- 
tion exprime que la représentation sphérique de la ligne de cour- 
bure est un cercle. En changeant les notations et remarquant que 
Xz — ne saurait être nulle quand les axes sont quelconques, on 
lui donnera la forme plus simple 

(8) (a — = 

^To, x^ étant toujours des fonctions de x\ quand la surface 
sera réelle, les deux premières seront conjuguées et la troisième 
réelle. 

Différentions cette équation par rapport à jk* En tenant compte 
de la seconde formule (7) et remarquant que ^ ne peut être nulle, 
nous aurons 

(a — P — 2?!, 


et de là, on déduit, x^ n’étant jusqu’ici définie que par son carré, 

( (a — iro)ü) = 

(9) 0 

( P — = 

La première de ces équations peut s’écrire 

(10) 5' = iPo w ^^2 ; 

nous sommes ainsi conduit à exprimer que l’équation (1) admet 
deux solutions co reliées par la relation précédente. 

A cet effet, substituons dans cette équation (i) la valeur précé- 
dente de 5'. En tenant compte de ce que co est déjà solution de 
l’équation, ce qui donne 

âxdy 


(II) 

il vient 
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^03 


Portons la valeur de — dans le premier membre de la relation 
précédente, il viendra 


k 




ou, en excluant l’hypothèse k o, déjà examinée (n° 983), 


(i3) 


a?2 ^logA- 
Xq dx x^o/ 


Il n’y a plus qu’à substituer cette valeur de o) dans la for- 
mule ( 12 ) pour obtenir la condition 


(H) 


logA- _ 
dxdy “ ’ 


à laquelle doit satisfaire k. Cette condition exprime évidemment 
(n° 330) que l’équation correspondante doit être de second rang. 


997. Nous avons vu (n° 389) que la valeur la plus générale de A" 
est la suivante 


(i5) 


A=:- 




(Xi-Yi)’- 

de sorte que, en remplaçant par X 3 , la valeur de co va devenir 

/Xî 2Xi \ 

Cette valeur devant avoir un module égal à i, il faudra que 
l’on ait 



Xo, Y 2 , X 4 étant les fonctions conjuguées de Xi, Yj, X 3 respec- 
tivement. 

En donnant à x une valeur quelconque, on reconnaît immédia- 
tement que les fonctions Y 2 , Y^ sont en relation homographique. 
On pourra donner à cette relation homographique la forme 


Y2 = Y„ 
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si l’on remarque que Texpression (lo) de k ne change pas (n® 24 ) 
lorsqu'on soumet Xi , à une même substitution linéaire à coef- 
ficients constants. Ainsi l’on peut supposer que soit une fonc- 
tion réelle. 

Mais alors il faut évidemment choisir pour w l’expression dé- 
finie par l’équation ( 8 i) du Chapitre précédent; et l’on aura, en 
appliquant les résultats analytiques du n® 994 et supposant, ce 
qui est évidemment permis, Y réduit à y par un changement de 
notations, 


(ï 6 ) 


Qix 


X'-^iX — iy 
X'-^iX-hiy^ 


Pour écrire d’une manière rapide les valeurs de a, P, in- 

troduisons les notations 


2 U — 2U 




(17) 


= X-+^X. 


^ x"'-hX'/ 


'^y 


iXl 


(18) 


/ X . . 


et désignons de même par t{/2 les symboles obtenus 'en chan- 
geant i en — i. On aura, X^ étant une fonction réelle, 

(19) C 3 £ü) = Cpi(Xi), 

puis, X2 et Y^ étant encore des fonctions réelles, 

(20) == 'Pi(X2) -h faCYi), ~ (^2) + ^2 (Yi). 

Les deux premières relations feront connaître la représentation 
sphérique. Il faudra ensuite calculer qui sera définie par la for- 
mule (0)011 l’on substituera les valeurs précédentes de a, q^- 
Il restera encore à donner aux fonctions réelles X2, Y^ une forme 
telle que toute quadrature disparaisse de l’expression de 

On voit que les surfaces à lignes de courbure planes dépendent 
de quatre fonctions arbitraires X, X^,X2, Y^. Elles sont donc loin 
d’être les plus générales parmi celles qui correspondent à l’équa- 
tion du second rang et qui dépendent, en réalité, de cinq fonctions 
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arbitraires, à savoir : X, deux fonctions figurant dans la représen- 
tation sphérique et deux autres dans les expressions de p’ et de 

998 . Sans faire l’étude approfondie des surfaces à lignes de 
courbure planes, auxquelles M. Rouquet a consacré un Mémoire 
des plus remarquables, déjà cité [I, p. 1 14], nous ferons connaître 
une proposition qui les concerne et qui se rattache directement 
aux résultats du n° 972 . Cette proposition peut s’énoncer comme 
il suit : 

Étant donnée une surface (S) à lignes de courbure planes 
dans un système, soit (D) la développable enveloppe des plans 
des lignes de courbure. Supposons qu^elle se déforme de telle 
manière que ses génératrices, demeurent rectilignes, etqiielle 
entraîne les lignes de courbure planes dans ses différents 
plans tangents; il existera une transformée (D^) de (D) pour 
laquelle toutes ces lignes de courbure viendront se placer 
sur une même développable isotrope (A); les lignes de seconde 
courbure venant alors coïncider avec les génératrices recti- 
lignes de la développable (A). 

Pour démontrer cette proposition, nous commencerons par 
examiner ce que devient la surface (S) lorsqu’on déforme la déve- 
loppable (D) de telle manière que ses génératrices demeurent 
rectilignes. Si l’on désigne par la lettre (C) les lignes de pre- 
mière courbure, situées dans les plans tangents de (D) et par la 
lettre (C^) les lignes de seconde courbure, il est clair que les 
tangentes aux lignes (C), aux points où elles sont rencontrées par 
une même courbe (C^ ), engendrent une développable dont l’arête 
de rebroussement (K^) est tracée sur la développable (D); de sorte 
que chaque courbe (C^) est une développante de l’arête de re- 
broussement (K^) qui lui correspond. Cette relation entre (K<) 
et (Cl) ne se modifie nullement quand la développable (D) se 
déforme en entraînant dans ses plans tangents les courbes (C). 
On reconnaît donc immédiatement que, dans la nouvelle sur- 
face (S^) engendrée par les positions nouvelles des courbes (C), 
surface qui correspond point par point à (S), les lignes de pre- 
mière et de seconde courbure correspondent respectivement aux 
lignes de première et de seconde courbure de (S). 
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M. Rouquet a fait grand usage de la proposition que nous venons 
d’établir et qui est due à Ribaucour (^). Elle ne nous est pas in- 
dispensable; mais elle aidera le lecteur à mieux comprendre le 
raisonnement suivant. 

999. Soient 88) (C)une des lignes de première courbure 

Fig. 88. 



de (S) J M un quelconque de ses points, M' un point infiniment 
voisin de M pris sur la ligne de seconde courbure (Ci) qui passe 
en M, P la projection de M' sur le plan de (G). Soit QQ' la gé- 
nératrice de contact du plan de (C) avec la développable (D), 
R le point où cette génératrice touche l’arête de rebrousse- 
ment (R) de cette développable; de sorte que chaque point R et, 
par suite, chaque plan tangent de (D) sera déterminé par l’arc s 
de (R) compté à partir d’une origine fixe O prise sur (R). Le plan 
de la ligne de premièî'e courbure (C') qui passe en M' corres- 
pondra, par exemple, au point R' de Tarête de rebroussement, de 
sorte que l’angle des deux plans contenant les lignes de première 

ds 

courbure qui passent en M et en M' sera égal à — ^ ds désignant 
l’accroissement RR' de 5 et - étant la torsion de (R) en R. M'P (*) 


(*) Ribaucour, Sur les courbes enveloppes de cercles et sur les surf aces en- 
veloppes de sphères. {Nouvelle Correspondance mathématique., t. V et YI; 
1879-1880). 



SURFACES A LIGNES DE COURBURE PLANES. 


2o5 


est évidemment égal à cet angle multiplié par la distance de ruii 
des points M ou P à la droite d’intersection QQ' des deux plans 
osculateurs respectivement en R et en R'. Si donc p désigne la 
distance du point M à la tangente QQ' en R, on aura d’abord, en 
négligeant les infiniment petits du second ordre 


M'P = 


Cela posé, considérons le triangle rectiligne MM'P : il est rectangle 
en P, son angle en M ne diffère que de quantités du second ordre 
de l’angle o que fait en ce point M la surface (S) avec le plan 
de (C). On peut donc écrire 

M'P = PM tango; 

et, si l’on porte cette valeur de M'P dans la relation précédente, 
il vient 

P ds 


Telle est la relation que nous voulions établir. En voici maintenant 
les conséquences. 


1000. Supposons d’abord que le point M se déplace sur la 
courbe (C); le premier membre de la relation précédente de- 
meurera invariable, puisque l’angle o est le même pour tous les 
points de la courbe (C), d’après le théorème de Joachimsthal. Il 
en sera donc de même du second membre, qui devra se réduire 
par conséquent à une fonction de la seule variable s. On aura donc 
les deux égalités suivantes 


( 21 ) 


T tango 
P ds 

"pST 


=/( 0 , 


La seconde s’interprète géométriquement de la manière la plus 
simple. Il est évident par la géométrie que si Ton déforme la dé- 
veloppable (D) de telle manière qu’elle vienne s’appliquer sur un 
plan, celui de la courbe (C) par exemple, le point P sera à une 
distance infiniment petite du second ordre de celui où vient 
s’appliquer le point M'. La seconde relation précédente donne 
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donc une propriété de la famille de courbes sur laquelle viennent 
s’appliquer dans le plan les lignes de première courbure. A 
chacune de ces courbes (C), maintenant toutes situées dans le 
même plan, correspond une droite QQ' déterminée. Et, pour 
chaque point de la courbe (Co) infiniment voisine de (G), ily 
a un rapport constant entre la distance à la courbe (G) et la 
distance à la droite correspondante QQ^ Cette propriété géo- 
métrique conduit à une équation aux dérivées partielles, qui a été 
formée et intégrée de la manière la plus élégante par M. Rouquet. 

Laissant de côté l’étude de cette intéressante question, revenons 
à la première des relations précédentes 

Ttangcp =f(s). 


Elle nous montre immédiatement que, lorsqu’on déforme la déve- 
loppable (D), l’angle <p varie de telle manière que le produit 
xtangcp demeure constant. Au lieu de considérer l’hypothèse où 
la développable (D) se réduit à un plan, supposons qu’on la dé- 
forme de telle manière que l’on ait, en chaque point de l’arête de 
rebroussement, 

il viendra alors 


tangç ==f/. 


Et, par conséquent, l’angle du plan tangent à la surface et du plan 
de la ligne de courbure deviendra infini. Ce dernier plan, étant 
osculateur à l’arête de rebroussement de la développable dans sa 
nouvelle position, ne sera pas isotrope. Il faudra donc que le plan 
tangent à la surface le soit. Donc la surface à lignes de cour- 
bure planes (S) aura été transformée en une développable iso- 
trope. 

De tout ceci résulte donc le théorème suivant : 

Pour obtenir toutes les surf aces à lignes de courbure planes 
dans un système, on construit une développable isotr^ope quel- 
conque (A) et une développable non isotrope (D^), On déforme 
ensuite (Di ) de telle manière que ses génératrices demeurent 
rectilignes et que ses plans tangents entraînent les courbes 
suivant lesquelles ils coupaient la développable (A). U en- 
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semble des courbes ainsi entraînées constitue la surface la plus 
générale à lignes de courbure planes dans un système (^). 

En reprenant le point de vue développé au Chapitre VI, on peut 
énoncer le théorème sous la forme suivante : 

Pour obtenir les surfaces précédentes, on prend deux déve- 
loppables (1^0 ctpplicables V une sur U autre avec corres- 
pondance des génératrices rectilignes. Si Von fait rouler la 
développable (D, ) sur Ict développable (D) de telle manière que 
le contact ait lieu à chaque instant entre tous les points des 
génératrices correspondantes toute développable isotrope (A) 
invariablement liée dj (Di ) sera coupée par les plans de contact 
successifs suivant les lignes de courbure de Viine des surf aces 
cherchées. 

1001. Alors même que ces théorèmes ne conduiraient pas, 
comme nous allons le voir, à une méthode rapide de recherche 
des surfaces à lignes de courbure planes dans un système, ils 
permettraient au moins d’expliquer de la manière la plus satisfai- 
sante certains faits, ayant quelque chose de paradoxal, qui se pré- 
sentent dans cette théorie. 

On sait, par exemple, que, si une des lignes de courbure 
planes est un cercle, toutes les autres sont des cercles; que, si 
elle est algébrique, toutes les autres sont algébriques; que les 
lignes de courbure ne peuvent être toutes des coniques différentes 
du cercle, etc. Tous ces faits s’expliquent immédiatement parla 
remarque suivante, qui est évidente. (*) 


(*) Cette proposition, donnée depuis longtemps dans mon enseignement, s’ap- 
plique même aux surfaces pour lesquelles les plans des lignes de première courbure 
passent par une droite fixe. En effet, on doit attribuer en général une valeur 
nulle à la torsion d’une courbe plane; mais il faut remarquer cependant que, si 
cette courbe se réduit à une droite, la torsion devient indéterminée. Si Ton 
associe à chaque point de cette droite un plan déterminé passant par la droite, il 
est clair que la torsion prend en chaque point une valeur déterminée, dépendant 
d’ailleurs de la loi suivant laquelle on a associé les plans passant par la droite 
aux points de cette droite. 

Dans le cas oh les plans des lignes de courbure enveloppent un cône, il suffît 
de choisir une variable autre que s. 
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Dès qiihine ligne de courbure plane est donnée^ on connaît 
par cela même la développable isotrope (A), qui doit être cir- 
conscrite à cette courbe en même temps qu^au cercle de D infini. 
Par conséquent toutes les autres lignes de courbure ne peuvent 
être que des sections planes de cette développable^ parfaite- 
ment connue. 

Si Tune des lignes de courbure est un cercle, la développable 
isotrope se décompose en deux points-sphères. Donc toutes les 
autres lignes de courbure sont des cercles. 

Si l’une des lignes de courbure est algébrique, il en est de 
même de (A) et, par suite, de ses sections planes quelconques. 

Si Tune des lignes de courbure est une conique différente d’un 
cercle, (A) est en général du 8** ordre; mais elle peut se réduire 
au 7 ®, au 6®, au 5® et même au 4®? si son arête de rebroussement 
est une cubique gauche. Dans ce dernier cas seulement, la dé- 
veloppable contient une famille de coniques; mais elles sont 
situées dans les plans tangents de la développable, qui sont tous 
isotropes. Donc il est impossible que toutes les lignes de courbure 
soient des coniques. 

Voici les principes qui peuvent guider, si l’on recherche tous les 
cas dans lesquels les lignes de courbure sont algébriques et d’un 
degré déterminé. 

Une surface réglée algébrique indécomposable étant donnée, si 
certaines de ses sections planes se décomposent, elles se com- 
posent uniquement d’un certain nombre de droites et d’une courbe 
algébrique indécomposable. 

Si les lignes de courbure planes sont d’un degré déterminé /î, 
il est nécessaire que la développable isotrope circonscrite à l’une 
de ces lignes se décompose en deux développables symétriques 
par rapport au plan de la courbe, c’est-à-dire que la ligne soit ce 
que Laguerre a appelé une courbe de direction. 

Nous nous contenterons de signaler ici les deux hypothèses qui 
paraissent les plus simples. Il existe une développable isotrope du 
5® ordre que l’on peut définir comme il suit. Elle est circonscrite 
à la courbe du 3® ordre définie par les équations 


( 22 ) 




7 = 


z = O 
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et elle est l’enveloppe du plan 

uC* 

(23) 2W57 — y{l — 

Tous les plans définis par l’équation 

( 24 ) y --- iz ^ ^ iz) — 

OÙ U est considéré comme un paramètre variable, la coupent sui- 
vant les deux génératrices qui correspondent aux valeurs «, — u 
du paramètre et suivant une courbe du 3® ordre; de sorte que 
la développable admet une famille de sections du 3® ordre, qui 
pourront devenir les lignes de courbure d’une infinité de surfaces 
de la nature de celles que nous cherchons. Comme les plans de 
ces sections sont parallèles à une droite, on ne pourra obtenir que 
des surfaces pour lesquelles ces lignes de courbure du 3® degré 
seront distribuées dans les plans tangents d’un cylindre d’ailleurs 
quelconque. C’est à cette classe qu’appartient la surface minima 
d’Enneper, étudiée au n® 207. 

Considérons encore la cubique gauche isotrope définie par les 
équations 



La développable isotrope dont elle est l’arête de rebroussement 
est l’enveloppe du plan défini par l’équation 

2 

{26) (l — H- ^Uy-¥ -ç = O. 

Elle admet pour sections planes des courbes du quatrième ordre 
à trois points de rebroussement qui pourront devenir les lignes 
de courbure planes d’une infinité de surfaces. 

1002. La génération des surfaces à lignes de courbure planes, 
telle que nous l’avons donnée plus haut, permet encore de résoudre 
assez simplement une question que M. Caronnet s’est proposée 
dans un travail récent (^ ). On connaît déjà une première série de 


(1) Th. Caronnet, Sur les surfaces dont les lignes de courbure d’un sys- 
tème sont planes et égales ( Comptes rendus, t. CXVII, p. 842; 1893). 

D. - IV. 14 
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surfaces à lignes de courbure planes pour lesquelles toutes les 
lignes de courbure planes sont égales. Ce sont les surfaces mou- 
lures de Monge : elles correspondent au cas où la développable (D^) 
qui intervient dans la génération indiquée plus haut se réduirait 
à un plan. Mais parmi les autres surfaces à lignes de courbure 
planes, parmi celles dont toutes les lignes de courbure plaues 
sont des sections différentes d’une même développable isotrope, 
y en a-t-il pour lesquelles ces lignes de courbure soient toutes 
égales? La question revient évidemment à la suivante. 

Existe-t-il des développables isotropes admettant une famille de 
sections planes toutes superposables? 

Ou encore : 

Existe-t-il des développables isotropes dont l’arête de rebrousse- 
ment ne cesse pas de coïncider avec elle-même quand on lui im- 
prime une série de déplacements dépendant d’un paramètre 
variable au moins? 

Il est clair que, si l’arête de rebroussement ne se réduit pas à un 
point, elle doit être nécessairement une hélice isotrope tracée sur 
un cylindre circulaire droit. 

Cette remarque explique et fait prévoir tous les résultats ob- 
tenus par M. Caronnet. Nous n’entrerons pas dans le détail, nous 
contentant de signaler ici le cas particulier le plus élégant. La déve- 
loppable admettant pour arête de rebroussement l’hélice isotrope 
tracée sur un cylindre circulaire droit est coupée par tout plan 
passant par l’axe de ce cylindre suivant une tractrice ou courbe 
aux tangentes égales. 

Soit, en effet, M un point de l’hélice isotrope. La sphère (S) 
inscrite au cylindre suivant le parallèle qui passe en M coupe le 
plan sécant suivant un cercle (C) ayant même centre 0 que la 
sphère. D’autre part, elle contient la tangente en M à l’hélice 
isotrope, tangente venant couper le cercle (C) en un point M' qul^ 
décrira la section cherchée. Or, le plan osculateur de l’hélice, 
c’est-à-dire le plan tangent à la développable (A) dont elle est 
l’arête de rebroussement, est le plan OMM^ qui coupe le plan 
sécant suivant la tangente OM' à la section. Cette tangente, étant 
un rayon du cercle (C), sera bien constante et égale au rayon 
de (S) ou au rayon de base du cylindre. 

Un résultat analogue s’applique à toutes les sections planes 
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qui, on le reconnaîtra aisément, sont des courbes définies par la 
propriété de couper les cercles bitangents à une conique, section 
du cylindre par leur plan, sous des angles dont le sinus sera, pour 
R 

un cercle déterminé, R étant le rayon de base du cylindre et r 
le rayon de ce cercle. 

1003. Laissant de côté toutes les applications particulières, qui 
mériteraient sans doute une étude détaillée, nous allons indiquer 
comment on peut traduire analytiquement la génération précé- 
dente des surfaces à lignes de courbure planes dans un système et 
présenter sous une forme entièrement réelle les équations qui dé- 
finissent ces surfaces. 

La génération indiquée emploie trois développables (A), (D) 
et (D^). La développable (A) se déterminera par les équations si 
souvent employées dans la théorie des surfaces minima 

\ (l— w2)Z'_2F(m)=0, 
j -wr-H Y' -h lur -- F\u)=o, 

entre lesquelles il faudra éliminer u. La première représente, pour 
une valeur déterminée de ii, le plan tangent à la surface; et les 
deux, prises ensemble, la génératrice de contact de ce plan. 

La développable (D) sera pleinement définie aussi si Ton donne 
les coordonnées y, z d’un point de son arête de rebrousse- 
ment (R) exprimées en fonction de l’arc s de (R) et les neuf 
cosinus a, a\ d' ^ è, è', è'', c, c', qui déterminent respective- 
ment la direction de la tangente, de la normale principale et de la 
binormale à cette courbe. 

De même la développable (D^) sera déterminée par les quan- 
tités y analogues a celles 
que nous venons de définir pour (D) et qui seront des fonctions 
de la même variable s que les précédentes. En leurs points cor- 
respondants, les arêtes de rebroussement de (D) et de (Di) ont, 
en effet, le même arc et aussi le même rayon de courbure. 

Soit (Pi) un plan tangent de (Di) touchant l’arête de rebrousse- 
ment (Ri) de (Di) au point Mi. Si x\ y désignent les coor- 
données d’un point de ce plan rapportées à des axes formés parla 
tangente et la normale principale à (R,) en Mi, on aura évidem- 
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1 X'= axx' H- h\y\ 
TJ=.zx’^a\x'-\-h\y\ 


X', Y^ TJ étant les coordonnées du point par rapport aux axes fixes. 
Par suite, pour avoir la section de la développable (A) par le 
plan (P|), il faudra, dans les formules (27), remplacer X', Y', TJ 
par leurs valeurs précédentes et éliminer u entre les deux équa- 
tions ainsi obtenues. 

Supposons maintenant que la développable (D^) se déforme et 
vienne coïncider avec (D). Le plan (P^) viendra coïncider avec 
le plan correspondant (P) de (D). Les coordonnées x\ y de 
chaque point de la section demeureront invariables; mais, si Ton 
désigne par X, Y, Z les coordonnées nouvelles du point /) 
relativement aux axes fixes auxquels on a rapporté (D), on aura 

1 ' X = 2 ? -h ax' -4- hy\ 

Y y ^ a! x'^ h' y\ 

Zz=z^a”x'^h”y\ 

de sorte que, pour obtenir la surface cherchée, il faudra éliminer 
w, X', Y', x' ^ y, s entre les huit équations (27), (28), (29). 

Remarquons que l’on a 

I a?'=a(X-a7)-i-a'(Y— 7 )+a"(Z — 5) = g«fX — a?), 

(3o) y= ô(X-a;)+ ô'(Y-r)-+- 6''(Z- 3) = g 6(X-a7), 

[ 0= c(X-x)+ c'(Y-y)^ c"{Z-z)=^ c(X-x); 


tout se ramènera donc à éliminer s et u entre les deux équations 

o = §c(X-a?). 

(i— « 2 ) ai g a{X — x) -+• g b(X — a7)j 
+ 2!(|j^i+a'i g (2(X— a;) + è'igô(X+ar)j 
+ j(H- «*) 1^-1 + «ï g a (X — a?) + g è (X - - 2 F («) = o, 


<3i) 
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et la dérivée de la seconde par rapport à u. Les variables u et 
nous l’avons vu (n° 998), seront les paramètres des deux familles- 
de lignes de courbure. 

1004. Il n’y aura aucune difficulté à calculer explicitement les 
fonctions de s qui entrent dans les formules. En effet, les arêtes 
de rebroussement (R) et (R^) ont, aux points correspondants, la 
même courbure, mais non la même torsion. Si l’on se donnait la 
courbure et la torsion en fonction de l’arc, il faudrait, pour déter- 
miner la courbe, intégrer une équation de Riccati. Mais, la torsion 
étant arbitraire, il est clair qu’on pourra toujours la déterminer par 
la condition que cette équation de Riccati ait une solution donnée 
à l’avance, ce qui permettra de ramener à des quadratures la dé- 
termination de toutes les fonctions de 5 qui figurent dans la so- 
lution. Nous avons vu : 1° qu’on peut mettre la solution sous 
une forme entièrement réelle; 2® qu’on peut faire disparaître 
toutes les quadratures par un choix convenable des fonctions ar- 
bitraires. On peut établir tous ces résultats par la Géométrie. 

Remarquons d’abord que l’arête de rebroussement (R^) a, en 
chacun de ses points, pour torsion une fonction de s qui est une 
imaginaire pure i f{s). Les formules fondamentales 

dat h\ dcx _ hx dxx __ 

P ’ ds Z ^ ds 

nous montrent alors qu’on pourra la rapporter à des axes tels que 
a'[^ c^, c' soient des imaginaires pures, les autres quan- 
tités Xx, étant réelles. Si donc on prend, 

dans les formules (27) pour F(2/) une fonction réelle de u, il est 
clair que les deux équations finales (3i) présenteront la solution 
sous une forme entièrement réelle; x,y.^ z, a, . . . devant évi- 
demment être supposées réelles puisqu’elles se rapportent à la dé- 
veloppable réelle (D). 

1005- Indiquons maintenant comment on pourra faire dispa- 
raître les quadratures qui entrent dans la solution. Parmi les diffé- 
rents moyens que l’on peut employer, voici celui qui nous a paru 
le plus simple. 

Les fonctions de s qui figurent dans la solution servent en dé- 
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finitive à définir le roulement de (D^) sur (D). Si donc, au lieu 
de (A), nous prenons un point-sphère O invariablement lié à (D^ ), 
ce point-sphère coupera le plan de contact suivant un cercle qui 
engendrera une surface à lignes de courbure circulaires dont les 
lignes de seconde courbure correspondront aux génératrices rec- 
tilignes du point-sphère et seront, par suite, pleinement connues. 
Inversement, si nous connaissons une surface à lignes de courbure 
circulaires dont on puisse obtenir toutes les lignes de courbure 
sans aucune quadrature, la construction géométrique donnée au 
n® 970 s’appliquera ici et permettra de construire autant de cercles 
qu’on le voudra engendrant des surfaces à lignes de courbure cir- 
culaires. Si l’on prend, conformément à la méthode indiquée, 
tous ceux de ces cercles qui, dans un plan déterminé, enveloppent 
une courbe (K), ils envelopperont, dans les autres plans, des 
courbes dont l’ensemble constituera la surface cherchée. Ainsi 
tout est ramené à trouver une surface à lignes de courbure circu- 
laires, la plus générale possible, dont toutes les lignes de cour- 
bure se déterminent sans aucune intégration. 

1006. Un premier moyen de résoudre cette intéressante ques- 
tion consiste à employer la transformation de M. Lie qui fait cor- 
' respondre à des surfaces enveloppes de sphères les surfaces réglées 
engendrées par les droites qui correspondent à ces sphères, et aux 
lignes de courbure des premières surfaces les lignes asympto- 
tiques des secondes. Dans un élégant article publié en i888, 
M. Kœnigs ( ^ ) a montré comment on peut écrire sans aucun signe 
de quadrature les équations qui définissent une surface réglée de 
manière à mettre en évidence les lignes asymptotiques. 

D’autre part, dans le travail cité plus haut, M. Rouquet a in- 
diqué le procédé géométrique suivant. 

Étant donnée une surface à lignes de courbure sphériques, il 
existe toujours, nous le verrons, une surface de même nature 
admettant la même représentation sphérique et pour laquelle les 


(') G. Kœnigs, Détermination sous forme explicite de toute surface réglée 
rapportée à ses lignes asymptotiques et, en particulier, de toutes les sur- 
faces t'églées à lignes asymptotiques algébriques ( Comptes rendus, t. CVI, 
p. 5i-54). 
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sphères qui contiennent les lignes de courbure passent par un 
point fixe ou coupent à angle droit une sphère fixe. Admettons ce 
résultat qui s’applique aux surfaces à lignes de courbure circu- 
laires lorsqu’on choisit les sphères qui leur sont inscrites parmi 
celles qui contiennent la ligne de courbure circulaire. Nous 
soyons qu’à toute surface (2) à lignes de courbure circulaires, on 
pourra faire correspondre une surface (S') de même représenta- 
tion sphérique, enveloppe de sphères variables (U) orthogonales 
à une sphère fixe (S). On aura deux lignes de courbure non cir- 
culaires de (S'), celles qui sont décrites par les deux points où 
chaque ligne de courbure circulaire coupe la sphère (S). Nous 
allons voir d’abord qu’on peut construire la surface de manière à 
en obtenir une troisième sans intégration. 

Prenons, en effet, une développable (D') dont on sache déter- 
miner les lignes de courbure et soit (L) une de ses lignes de 
courbure. Construisons les sphères (U) tangentes à (D') aux 
diflèrents points de (L) et orthogonales à (S). Elles enveloppe- 
ront une surface (S') admettant (L) pour ligne de courbure et 
satisfaisant, par suite, à la condition demandée. 

Or, il résulte d’un théorème de M. Émile Picard (*) que le 
rapport anharmonique des points où quatre lignes de courbure 
non circulaires rencontrent une même ligne de courbure circu- 
laire est constant. Cette proposition, fournha évidemment toutes 
les lignes de courbure sans aucune intégration dès que trois d’entre 
elles seront connues, comme il arrive pour la surface (S'). 

A la vérité, nous avons admis que l’on sait construire sans 
aucune quadrature une développable (D') dont on peut déter- 
miner une ligne de coui'bure. Voici comment on pourra opérer. 

Traçons arbitrairement une courbe (G) sur une sphère, puis, 
dans l’espace, une courbe (C^) dont les tangentes soient parallèles 
à celles de (C); ce qui se fera sans aucune intégration, {Q) étant 
l’arête de rebroussement d’une développable dont les plans tan- 
gents sont assujettis à l’unique condition d’être , parallèles aux 
plans osculateurs de (C). Menons ensuite par chaque tangente 


(*) E. Picard, Application de la théorie des complexes linéaires à Vétude 
des surfaces et des courbes gauches {Annales scientifiques de l’École Normale 
supérieure, 2® série, t. VI, p. 862; 1877). 
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de (G) un plan parallèle au plan tangent à la sphère au point 
correspondant de (C). Les plans ainsi obtenus enveloppent une dé- 
veloppable qui admet évidemment (C') comme ligne de courbure. 

1007. Nous avons ainsi construit l’enveloppe de sphères (S^), 
dont les lignes de courbure sont déterminées sans aucune intégra- 
tion. Pour obtenir l’enveloppe (S) nous invoquerons le théorème 
suivant, compris comme cas particulier dans une proposition que 
nous donnerons plus loin. 

Lorsque deux surfaces enveloppes de sphères (S), (JÜ) ont 
même représentation sphérique^ les sphères inscrites aux deux 
surf aces suivant deux lignes de courbure correspondantes, ces 
deux lignes de courbure et les cônes droits circonscrits suivant 
elles aux deux surfaces forment, à chaque instant, deux 
figures homothétiques. Les courbes décrites par les sommets 
des deux cônes ont leurs tangentes constamment parallèles, 
et le centre de V homothétie précédente est le point où la droite 
joignant les sommets des deux cônes correspondants touche 
la courbe qidelle enveloppe nécessairement. 

On voit donc que, pour obtenir l’enveloppe cherchée (S), il 
suffira de construire une courbe dont les tangentes soient assu- 
jetties à l’unique condition d’être parallèles à celles de la courbe 
décrite par les sommets des cônes droits circonscrits à (S'), puis 
d’appliquer le théorème précédent, qui permettra de déduire de 
chacun des cercles de (S^) le cercle correspondant de (S). 
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CHAPITRE X. 


SURFACES ISOTHERMIQUES A LIGNES DE COURBURE PLANES. 

Rappel des différentes classes de surfaces à lignes de courbure planes déterminées 
ou étudiées dans le cours de cet Ouvrage. — Indication de cas particuliers 
dans lesquels ces surfaces sont isothermiques. — Recherche systématique des 
surfaçes qui satisfont à cette double condition d’avoir leurs lignes de courbure 
planes, au moins dans un système, et d’être isothermiques. — Mise en équation 
du problème. — Intégration des équations linéaires auxquelles satisfont les ro- 
tations. — Tout se ramène à la détermination d’une fonction h satisfaisant à 
deux équations aux dérivées partielles. — Application de la théorie des fonc- 
tions doublement périodiques de seconde espèce et des méthodes de M. Hermite 
à cette intégration. — La solution dépend des fonctions elliptiques et comporte 
une fonction arbitraire. — Explication de ce dernier résultat et construction 
géométrique de la surface. — Cas particulier où le module de la fonction ellip- 
tique devient nul. 


1008. Dans diflPérentes parties de cet Ouvrage, nous avons dé- 
terminé différentes classes de surfaces à lignes de courbure planes : 
celles pour lesquelles les plans des lignes de courbure passent 
par une droite fixe (n° 94); celles pour lesquelles toutes les 
lignes de courbure sont planes (n° 105); celles pour lesquelles 
la courbure totale est constante (n®® 820, 821). Pour compléter 
ces études particulières, nous allons déterminer une classe nou- 
velle de surfaces à lignes de courbure planes, que Ton est conduit 
à rechercher par les remarques suivantes. 

D’après une remarque faite par M. O. Bonnet (n® 771), on peut 
déduire, de chaque surface dont la courbure totale est constante, 
deux surfaces dont la courbure moyenne est constante et qui sont 
parallèles à la première. On voit donc qu’aux surfaces à courbure 
totale constante découvertes parM. Enneper (n°® 814 à 821) cor- 
respondent des surfaces à courbure moyenne constante qui auront, 
elles aussi, leurs lignes de courbure planes dans un système et 
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sphériques dans l’autre. Ces dernières surfaces ont été l’objet 
d’une étude de M. Max Voretzsch (^). 

Or, d’après un résultat que l’on doit encore à M. O. Bonnet 
(n°®433, 77S), les surfaces dont la courbure moyenne est con- 
stante peuvent être divisées en carrés infiniment petits par leurs 
lignes de courbure; ou, ce qui est la même chose, les lignes de 
courbure de chaque système constituent une famille de courbes 
isothermes. 

Il résulte donc de la recherche faite par M. Enneper qu’il existe 
des surfaces satisfaisant à cette double condition que leurs lignes 
de courbure soient planes dans un système et, en outre, que la 
surface puisse être divisée en carrés infiniment petits par ses 
lignes de courbure. On est ainsi conduit à chercher toutes les 
surfaces, autres que les surfaces de révolution, jouissant de cette 
double propriété. La solution de ce problème fait l’objet du pré- 
sent Chapitre. 

Le résultat que l’on obtient est remarquable; bien que les sur- 
faces cherchées doivent satisfaire à la fois à deux équations aux 
dérivées partielles, on trouve qu’elles contiennent dans leur 
équation deux constantes et une fonction arbitraire. On a donc, 
d’une part, une famille de surfaces à lignes de courbure planes 
dans un système, jouissant d’une propriété géométrique à laquelle 
les géomètres attachent quelque intérêt; et, à un autre point de 
vue, on ajoute aux surfaces en très petit nombre dont les lignes 
de courbure forment un système isotherme toute une famille de 
surfaces qui, par cette propriété, viennent se placer à côté des 
surfaces de révolution et des surfaces minima. 

Malgré le degré de généralité de la solution, on peut obtenir 
une construction géométrique simple de toutes les surfaces qui 
correspondent à des formes différentes de la fonction arbitraire. 
D’ailleurs les calculs que l’on doit développer pour obtenir les 
expressions des coordonnées d’un point de la surface cherchée en 
fonction de deux variables indépendantes offrent une intéressante 


(») Max Voretzsch, Untersuchung einer speciellen Flâche constanter mitt- 
lerer Krümmung bei welcher die eine der beiden Schaaren der Krümmungs- 
linien von ebenen Curçen gebildet ist, Gôttingen, i883. 
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application de la belle théorie des fonctions doublement pério- 
diques de seconde espèce qui est due à M. Hermite. A tous ces 
points de vue, il y a quelque utilité à faire connaître dans ses 
points essentiels la méthode suivie. 

1009. Je rappellerai d’abord les formules de la théorie des sur- 
faces dont nous aurons à faire usage. 

Soit 


(0 




l’expression de V élément linéaire de la surface. Les six quantités 
5 (iK’i doivent satisfaire aux relations 


(^) 


(3) 


dp ûii 


^q^i-rqu 


àq^ _ 1^1 

dp du 


-J'Pi-'Pr'u 


dr dri 
dp ôa 


Op = O, 


I dA 
^ G 


- i ^ 

A dw 


Désignons par a, a\ les cosinus directeurs de la tangente à 
la courbe ^ = const. ou, ce qui est la même chose, de la tangente 
à l’arc Kdu \ par 6 , ô', U' les cosinus directeurs de la tangente à 
la courbe u = const. ou à l’arc C rfp, et enGn par c, c\ d les co- 
sinus directeurs de la normale à la surface. On devra avoir, comme 
on sait, 


(5) 


da , 

- = br-cq, 
dh 

-^cp^ar, 

de , 

j-^ = aq-bp, 


da , 

— bri- 
dp 


■cqu 


dh 

~ = cp,-aru 


de r 

■^ = aq,-bpu 


et les équations analogues pour d, b\ d] d^^ d , Les équa- 

tions ( 5 ) feront connaître les neuf cosinus; puis on obtiendra les 
coordonnées rectangulaires X, Y, Z d’un point de la surface ex- 
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primées en par les quadratures 

[ dX = A a du-^-Qih d^, 

(6) I û?Y = Aa' H- 

( dZ^Xa”diL-^(lh” d9. 

Remarquons enfin que, si l’on emploie la représentation sphé- 
rique de Gauss, c’est-à-dire si, par le centre d’une sphère de 
rayon i, on mène une parallèle à la normale, prolongée jusqu’à 
son intersection avec la sphère, le point de la sphère correspon- 
dant au point (X, Y, Z) de la surface aura pour coordonnées c, 
c', . L’élément linéaire de la sphère sera donc déterminé parla 

formule 

(• 7 ) — 2 dd^— (p du -h Pi dçy-h(q du -f- <71 di>)^. 

1010. Après avoir rappelé les formules précédentes, nous allons 
les appliquer au problème proposé ; nous supposerons les surfaces 
cherchées rapportées à leurs lignes de courbure. Cela s’exprimera, 
comme on sait [II, p. 386], par les deux équations 

( 8 ) . p = o, qi-o. 

De plus, comme les lignes de courbure doivent être isothermes, 
on pourra poser 

(9) A=G = e^ 

h désignant une nouvelle variable, substituée à la valeur commune 
de A et de G. 

La formule ( 7 ) se réduit, dans le cas qui nous occupe, à la sui- 
vante ; 

ds'^ = p\ dç^ H- du^. 

Pour exprimer que les lignes de courbure de l’un des systèmes, par 
exemple les lignes p = const., sont planes, il suffira d’exprimer 
que les lignes qui leur correspondent sur la sphère sont des 
cercles, c’est-à-dire que leur courbure géodésique est constante : 
cela conduit à l’équation 

(10) g,pj = _vg, 
ou V désigne une fonction de 0 . 
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Les équations (8), (9), (10) sont Texpression complète des con- 
ditions géométriques auxquelles doit satisfaire la surface cherchée. 
Si on les joint aux équations (2) et ( 3 ), on en déduira les valeurs 
suivantes des six quantités p, : 



d^h 

== 0 , 



dv 

^ràh 


dç 

^ 1 = 0 , 

dh 

dh 

~ dç’ 

II 


désignant la dérivée de V ^ en outre, la fonction h devra satis- 
faire aux deux équations aux dérivées partielles 


(12) 


(i3) 



dh àh 
du ôç ^ 




L’intégration simultanée de ces équations est donc la première 
recherche que nous ayons à entreprendre. 

L’équation (12) est du troisième ordre, mais il est aisé de Tin- - 
légrer complètement. En effet, si nous multiplions ses deux termes 

par ? ils deviennent l’un et l’autre des dérivées exactes par 

rapport à c. Une première intégration donne ainsi 



On peut écrire cette équation comme il suit : 

du dv dh 
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et une nouvelle intégration par rapport à nous donne 


Il est vrai que nous avons négligé la solation particulière 
fournie par l’équation 



mais il est aisé de voir, en la combinant avec l’équation (12), 
qu’elle ne donne aucune autre solution du problème proposé que 
les surfaces de révolution. Cette solution était évidente a priori^ 
et nous pouvons la négliger. 

L’équation (i 4 ) peut être mise sous la forme 

(r5) 


OÙ U et Ui sont des fonctions quelconques de u. Il serait facile, 
en leur donnant des formes convenables, d’achever l’intégration; 
mais il nous a paru préférable de conserver l’équation (i5). 

Si, dans l’équation (i 3 ), on substitue à la variable p la va- 
riable Çi définie par l’équation 


(16) 


— 


dç 


elle prend la forme très simple 


(i7) 


à^h ^ 

dv\ 


Tout se réduit donc à l’intégration simultanée des équations (i 5 ) 

En différentiant l’équation (i 5 ), on obtiendra la valeur de 

que l’on pourra exprimer en fonction de h et de u. Portant cette 
valeur dans Téquation (17), on obtiendra 
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Multiplions par intégrons par rapport à nous aurons 

(i8) * (^) — 2Ui6-'*-4- U2e2^*-i- Uje-s/*-}- ^2= O, 


U2 désignant une nouvelle fonction de u. 

Les équations (i 5 ) et (18) peuvent être écrites sous la forme 
suivante : 

N 


[àç 


ÏÏ 


■f{h, u) = o, 


où l’on a posé, pour abréger, 
l ©(A, m) = Uô^-f- 

I /(A, M) = aU'eA-2U'iô-A+Use2A-t-U®e-!A+U2. 


Nous pouvons en déduire par la différentiation deux valeurs 
différentes pour ; et, en exprimant que ces valeurs sont 
égales, nous trouverons Téquation de condition 


(20) 



‘ dh du 


O. 


Je dis que cette équation doit avoir lieu identiquement. En effet, 
s’il n’en était pas ainsi, elle déterminerait A, qui serait fonction 
de la seule variable e/; et la surface cherchée serait une surface de 
révolution. Nous avons déjà écarté cette solution, qui est évidente 
a priori. 

En écrivant que l’équation (20) a lieu identiquement, c’est- 
à-dire que les coefficients des différentes puissances de sont 
nuis, nous obtenons les trois équations 

TT" 

xr 

6UU;-t-6U'Ui-4-Ui = o. 


La dernière 
système 

(21) 


s’intégre immédiatement et l’on est ramené au 


U " Ui 


= U2-2UUi, 


( 6UUi-hU2=Gi, 
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OÙ Cl désigne une constante arbitraire. Tl faudra donc d’abord 
déterminer les fonctions U, puis intégrer le système des équa- 
tions (i5) et (18) ou, ce qui est plus simple, comme nous le 
verrons, le système équivalent des équations (i5) et (ij). 


1011. Je commence par l’intégration du système (21). On 
déduit de la première équation 

UiU'^uu; = G, 


C désignant une constante. 

Si l’on prend comme inconnue auxiliaire 


on trouve 


UUi = 9, 


U2= Ci-60, 


U = /6e'^ 


C du 

Te” 


Ui= v/0e 


'û. j 26' 


w 

U 




Cl— 86; 


et 9 doit satisfaire à l’équation différentielle 
(22) 286"- 0'2-+- G2= 4 02(Gi— 80). 

Différentions cette équation, nous obtiendrons 

Ô"^=4 0'(Ci-.I2Ô), ♦ 

d’où nous déduirons par l’intégration 

6 "= 4 Gi 0 — 2402-4- Gj. 

On déduit immédiatement de cette dernière équation que l’in- 
connue auxiliaire 9 dépend des fonctions elliptiques et qu’elle 
doit être de la forme 

A -H B sn^ “ ~ 
a 


A, B, Wo, a et le module k de la fonction elliptique étant des 
constantes convenablement choisies. Mais, comme on peut, sans 
altérer l’élément linéaire de la surface cherchée, défini par la for- 
mule 


ds^ = ( du- -h dv^), 
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remplacer ii — par a 2^, à la condition de remplacer ç par 
par A — 2 Loga, il est clair que Ton pourra, sans restreindre la 
généralité, prendre pour 9 la valeur suivante 

A -h B sn2 

que Ton peut aussi écrire, en introduisant une constante co, 

B(sn2 w — sn^ü)). 

En exprimant que celte valeur satisfait à l’équation ( 22 ), nous 
obtenons les trois relations 


(23) 



- A2 sncù cno) dn cd, 
2 


Cl = 3A2 sn^ü) — I — 
ô = ^(sn^ü) — sn^u). 

A 


Les deux premières feront connaître k, to en fonction de C, Ci ; 
la dernière donnera 9. 

Quant aux deux fonctions U, U^, elles doivent satisfaire l’une 
et l’autre à l’équation 


ou 


^ =Ci-88 

r 

— = 2 A- sn2 — I — sn® o),' 

y 


et, en outre, leur produit doit être égal à 9. On reconnaît le cas 
le plus simple de l’équation de Lamé, si complètement étudiée par 
M. Hermite; et les solutions U, U^ sont précisément celles dont 
le produit est une fonction entière de sn^M. 

Il résulte des recherches de M. Hermite {Comptes rendus^ 
t. LXXXV) que Ton aura 


2lU = 


2 iUi = 


P 

1 

P 


E{u-h(ù)W(o) 

e(ü>)e(M) 

H(Z4^0))H\o) 
8(ü)) 0(w) 


e ®(w) J 

^ Q'(ü)) 
e €)(a))^ 


P étant une constante à laquelle on pourra donner une valeur quel- 
conque ; car sa variation donne une série de surfaces semblables 
à l’une quelconque d’entre elles. Nous prendrons p = — f, et les 
D. — IV. r5 
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valeurs définitives de U, U^ seront 


(24) 


U = 
U,= 


20(tü)0(M) ' ’ 


0'(O» 

20(o))0(w) 


1012. Nous avons maintenant à intégrer le système formé par 
les deux équations 

g.o.»+u,.-*, 

d^h d^h _ 
du^ d^l 


OÙ Uj U^ désignent les fonctions définies par les formules (a4)» 
La première de ces équations appartient à un type que Ton sait 
intégrer dès que l’on en connaît une solution particulière. Il suffit, 
en effet, de prendre comme inconnue soit soiie"'^; et l’on est 
ramené à une équation de Riccati; par conséquent, les valeurs de 
correspondantes à quatre solutions particulières auront entre 
elles un rapport anharmonique constant, et l’intégrale générale 
sera donnée par une formule 




P-hQG 
R -H SG’ 


où C désignera la constante arbitraire par rapport à fonction 
de p^, et où P, Q, R, S seront des fonctions déterminées de u. 
Toute la difficulté se réduit donc à la recherche de solutions par- 
ticulières de cette équation. 

Or reportons-nous à l’équation ( 20 ) qui a lieu identiquement. 
Elle exprime évidemment que les fonctions h de w, définies par 
l’équation 

/(A, m)= 2U'e^ — 2Ui U2= 0, 

sont précisément des solutions particulières de l’équation à inté- 
grer, Il suffira donc de résoudre Téquation 

(25) 2 Uj- aU; U* 6-2/*=: o, 

qui est du quatrième degré par rapport à et l’on aura quatre 
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solutions particulières qui permettront d’écrire l’intégrale géné- 
raie cherchée. 

Les invariants i etj de cette équation ont pour valeurs 
i(i — Æ2+A-‘), 

La résolvante du troisième degré 

4 p 3 --îp-Hy = 0 

a ses racines rationnelles 


i- 4 -/c 2 1 — 2^2 2 , 

12 ’ 12 ’ 12 ’ 


etj par des calculs qu’il me paraît inutile de reproduire, on obtient 
les expressions suivantes des quatre racines cherchées : 


{26) 


= 


0 


H 


/ M -h Y — Cd 

\ a 

\ 2 



Z4 — Y — ^ 
2 

U — Y ^ 
2 


) 

) 


e 


où l’on donne à y successivement les quatre valeurs 
O, 2 K, 2tK', 2KH-2tK'. 


D’ailleurs, comme on peut donner à l’expression de e^Ia forme 


<'27) 


= 


02 


/ U — (i)\ 


n Y — ta 

^2 sn2 -i- sn2 




, ^ 14 -h ta , * Y 

/csn® Arsn®” 

2 2 


il 


e 


©'(g» 

©(ûù)^ 


qui est linéaire par rapport à la constante Arsn^ï^ on voit que 

l’intégrale générale cherchée sera donnée par l’une quelconque des 
formes équivalentes (26) ou (27), où y sera la constante arbitraire. 

Mais y, qui ne dépend pas de u, est ici une fonction de : il 
reste à la déterminer par la condition que h satisfasse à l’équation 
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Exprimons que cette équation est vérifiée pour toutes les valeu 
de «; nous aurons les équations 

y"= 0, 

qui donnent 


en négligeant une constante additive, que l’on peut toujours su 
poser réunie à ^4. 

En résumé, on trouve, pour la valeur définitive de A, la forint 


(^8) 




e| 


1 ©( 

^ U — — to \ 

l ^ J 

^ 2 J 

H| 

^ M 4- iVi 4- 0 ) ^ JJ 

^ W — 4 - to ^ 


e ®(“l; 


et l’on connaît complètement l’élément linéaire de la surface ch 
chée, aussi bien que les six rotations p, g', ÿt, ri. 

En éliminant (>, entre l’équation (28) et sa dérivée, on vérifii 
qu’on retrouve bien l’équation (i5) qu’il s’agissait d’intégrer. 


1013. Il reste maintenant à indiquer comment on trouvera 
neuf cosinus a, a', d', ... et les coordonnées rectangulaires d 
point de la surface. Mais auparavant je définirai une nouv( 
fonction qui jouera un rôle essentiel dans cette recherche. 

Considérons la fonction 


©*(0)) 

Q 2 %m 

^ ^ -t- tVl H- Ci> ^ 

de l’argument complexe u -f- îVi • il résulte de la formule ( 

h 

que e* est le module de cette fonction. On pourra donc poser 


■(- 




(ag) 


^ K H- tVi ■— t)ü ^ 

^ 14 H- tVi 4- ü) ^ 


zf-hzVji 0 *((«)) 

e ® 
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et l’on obtiendra pour a- l’expression 




(3o) 




= A — ? — ^ — Z P 0,o)i 

H 0 IV i — fa> ^ 


D’ailleurs, comme A -{-/a* est une fonction de la variable com- 
plexe U -h iVi, on aura les équations bien connues 


(3i) 


dh _ 

du^ du 


qui nous seront utiles. 

La fonction icr ne diffère de h que par les notations. Elle satis- 
fait, par conséquent, à une équation différentielle en p*, tout à fait 
semblable à l’équation (i5), 

(32) ST “ 


M et N ayant les valeurs suivantes 


(33) 


M = 

N = 


H'(o) 6(to - mVj) ”**'1 
2e(ü))H{jVt) ^ 


0'(c«» 

0(ti)), 


_ H'(o)e(M-tVt) g'"* 
20(üj)H(îVi) 


Nous verrons plus loin comment la Géométrie fait prévoir 
l’existence de cette équation. La valeur de o-, contenant d’ailleurs 
l’arbitraire u qui ne figure pas dans l’équation (Sa), donne, par 
conséquent, l’intégrale générale de cette équation différentielle. 


1014. Quand on connaît l’élément linéaire d’une surface et les 
six quantités qui figurent dans les formules de Codazzi, il reste à 
déterminer les neuf cosinus et les coordonnées rectangulaires X, 
Y, Z. On est conduit à une seule surface; mais la détermination 
de cette surface dépend, en général, de l’intégration d’une équation 
de Riccati. On a de nombreux exemples dans lesquels on se trouve 
arrêté, où l’intégration à effectuer paraît réellement impossible. 

Dans le cas actuel, on peut terminer les calculs, obtenir les 
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neuf cosinus et les coordonnées rectangulaires de la manière sui- 
vante : 

Considérons un point de la surface et la tangente à la ligne de 
courbure plane v = const. qui passe en ce point. Les cosinus di- 
recteurs de cette tangente sont, d’après les notations du n*^ 1009, 
a, a', a". 

Si, par le centre d’une sphère de rajon i, nous menons une 
parallèle à cette tangente, elle coupera la sphère en un point dont 
les coordonnées seront a, a\ a"; nous aurons ainsi un mode de 
représentation sphérique de la surface distinct de celui de Gauss 
et qui va nous être très utile. 

L’élément linéaire de la sphère sera donné par la formule 
<5?S2 = da^ H- -H da'^^^ 

ou, en employant les formules (o) et (i i), 

Introduisons, en tenant compte de la formule (i6), à la place 
de et servons-nous des formules (3i) pour substituer les dé- 
rivées de c à celles de A. Nous obtiendrons ainsi l’expression très 
simple ^ 

( 34 ) 

Cette formule montre que les lignes = const. de la sphère, qui 
correspondent aux lignes de courbure planes de la surface, sont 
des lignes géodésiques, c’est-à-dire des grands cercles. Ces lignes 
admettent pour trajectoires orlhogonales les courbes (T==consL, 
ce qui donne la signification géométrique de la fonction a-. 

Le résultat précédent pouvait être prévu géométriquement; car, 
si un point se déplace sur la surface en décrivant une ligne de 
courbure plane, le point correspondant de la sphère, dans le mode 
de représentation que nous avons adopté, décrira évidemment le 
grand cercle dont le plan est parallèle au plan de la ligne de cour- 
bure; c’est en raison de cette propriété que nous nous sommes 
proposé de déterminer en premier lieu les cosinus < 2 , a', a!^. 

Lorsque l’élément linéaire de la sphère prend la forme (34)? on 
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sait (n® S99) que le coefficient de doit être de la forme 

[<p(Ol)e^'a-+^(Pi)e-^cr]2; 

cette remarque se vérifie bien ici en vertu de l’équation ( 32 ), que 
nous avons signalée d’avance au numéro précédent. 

lois. Revenons à la formule (34). Nous savons que cr, sont 
les coordonnées curvilignes d’un point de la sphère; g* désigne la 
distance de ce point à une courbe fixe (F) de cette sphère, distance 
comptée sur le grand cercle normal à (F) et passant par le point. 
Quant à c’est une fonction de l’arc de la courbe (F), compté à 
partir d’une origine fixe jusqu’au pied du grand cercle normal. 
Appelons y, z les coordonnées d’un point de (F), qui sont 
des fonctions de l’arc de la courbe compté à partir de l’origine 
choisie. Désignons cet arc par s et appelons ... les dérivées 

de ... par rapport à s. Nous aurons 

j -i, a;x'-hyy -h zz' =0, 

I a;'a?’'-^y'y''-hz^z" = O, 

Posons, pour abréger, 

a; y Z 

( 36 ) A=: a;' y z' , 

sd’ y z" 

nous aurons les formules 

I ys"— = — Aar', 
zx" — xz” •= — Ay, 
xy—ysd' = — Az\ 

dont la démonstration est immédiate. 

Exprimons maintenant que le point {a^ al ^ o!^) de la sphère est 
situé à une distance cr sur l’arc de grand cercle, qui est normal à 
la courbe (F) au point (^, y, z). Nous obtiendrons, par des mé- 
thodes tout élémentaires, les formules 

1 2a = [a? — — zy')]e^‘^ -h[x -h i(yz ' — zy)]e~^^, 

2 a' = [7 — i{zx' — 6*0' -h [7— i{zx' — xz')]e-^^, 

2a"= [z — i(xy ^ yx')]e^^-h[z -H i(xy-~yx')]e-^^. 

H nous reste à exprimer qu’en prenant pour s une fonction con- 
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venable de ces formules conduisent à l’expression (34) de 
l’élément linéaire. 

Différentions la première; en tenant compte des relations ( 3 ^)^ 
nous trouvons 


4- i j[ 2? — — zy)\ — [ 27 -4- i( yz' — zy’)] e~«<y j . 

On déduit de là, en élevant au carré et ajoutant les équations ana- 
logues, ^ 




/H-iA ds . 

( î— 


ds . « 


Si l’on compare à l’expression fournie par la formule (34), où 
l’on a remplacé ^ par sa valeur, 

dS^^ d<T^ -h (VMe^f^-h VN 
on voit que l’on doit avoir 

(i -h I A) ds = 2VM df^i, 


( 39 ) 


(i — 2 A) ds = 2 VN d(^i. 


Ces équations peuvent servir à un double usage. 

Si l’on a choisi arbitrairement V en fonction de elles nous 
font connaître 5 et A en fonction de ç et, par conséquent, A en 
fonction de s. Cette relation entre A et 5 détermine, non la situa- 
tion, mais la forme de la courbe (F). Au contraire, si l’on a pris (F) 
arbitrairement ainsi que /c et co, elles nous font connaître V et Çi 
en fonction de 5 et, par suite, V, en fonction de On voit donc 
que l’on peut choisir arbitrairement la courbe (F). En d’autres 
termes, parmi les surf aces que nous étudions, il y en aura tou- 
jours pour lesquelles les plans des lignes de courbure du pre- 
mier système seront parallèles aux plans tangents dhin cône 
quelconque, 

La détermination de a étant faite, on aura h par l’une des for- 
mules ( 5 ), qui donne 





et, par conséquent, la différenlielle de la coordonnée rectangu- 
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laire X d’un point de la surface sera 


dX = e* I adu-¥- 


= a du -i- • 


En remplaçant a par sa valeur, on trouve 


û?X — é^y æ' dvi 4- [a? — i{y^' — ^y')] d 


- [a? + iiyz’ — zf)] d ^ ) • 


1016. Voici comment on peut effectuer cette quadrature. 
L’exponentielle considérée comme une fonction de est 

doublement périodique de seconde espèce et a les mêmes multi- 
plicateurs que la fonction * 




Si l’on applique la formule donnée par M. Hermite pour la dé- 
composition en éléments simples, on trouvera 


aMe^üj) V 2 
H(2(ü)H'( 0) „ / K 4- tVi 4- Cü " 


^ ^ 4- ïVi — 3 ü) ^ 


, , ©'(W) 

e 


'u — Wi — 3 CO 


2Nes((o) 


H(2CO)H'(o) — zVi 4- CO ^ 

V 2 J 


, . , ©'(CO) 

e 


M et N ayant les valeurs définies par les formules (33). 

Si l’on porte cette expression de dans le premier terme seul 
de la formule (4o)j P^îs que l’on remplace 


dvi par x\i 4- lA) ds = d[x — — -sj^)], 

^yi^x' dvx par x^i^— iis.)ds ^ d[^x i{yz' -- 
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02(ü)) 


H 


M -h îVi — 3 tü 


) 


(K + zVi) 


©'(W) 


H(2(ü)H'(o) ^ 14-1- gVi-l- ü) ^ 


-\‘[x — i{yz’—zy)\ 


— ' e d[x — i(yz’^zY')V 

W -h 4(^1 -h ü) \ ^ 


02 


H 2 


W-f-lPl — ü> > 


^ 44 -+- iPj -4- ü) ^ 


©((û) ^ 


/ U -h 


les termes non écrits se déduisant des précédents par le change- 
ment de i en — i- 

Dans la seconde ligne de la formule précédente figure une 
fonction que Ton déduit de la suivante : 


F(^)=--A lie ®{^), 


en y remplaçant x par Id encore F(^) est une fonction 

doublement périodique de seconde espèce, et une nouvelle appli- 
cation de la méthode de décomposition deM. Hermite nous donne 



H'(0)H(2Cu) 



En faisant usage de cette formule, nous voyons que les deux 
premiers termes de dX. deviennent la différentielle exacte d’un 
produit, et l’intégration nous donne 


X = 


(4a) 


Qz(oi)[a; — i(yz’^zy)] 
H(2ü))H\0) 


Q^(tii)[x i(yz' -- zyy\ 
H(2w)H'(o) 


H 


U -4- iVi — 3to 


L e ©(w) 


H 

H 


^ 14 “+“ 4Pi “4— Cl) ^ 

[ U — zVi — 3 CO ^ 

V 2 / 

^^ 44— - 4Pi-4- 0) ^ 


. . ©'(O) 

jf, ) 

e 


On aurait pour Y et Z des expressions analogues. La question est 
donc complètement résolue. 
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1017. Il nous reste maintenant à donner l’interprétation des 
formules et la construction géométrique de la surface. En multi- 
pliant réquation ( 42 ) par x' et ajoutant les équations analogues, 
on a 


Les coefficients ne dépendant que de p, cette équation représente 
les plans des lignes de courbure du premier système. Elle ne con- 
tient pas de terme constant; par suite, les plans des lignes de 
courbure du premier système enveloppent un cône. C’est là une 
première propriété de la surface. 

Étudions maintenant les lignes de courbure planes. Leurs 
plans sont normaux à la courbe sphérique que nous avons 
désignée par (F). Rapportons la ligne de courbure à deux axes 
rectangulaires choisis dans son plan, l’un Oæ:^, allant au point où 
le plan coupe la courbe (F) et ayant pour cosinus directeurs 
y J Z ; l’autre perpendiculaire au premier et ayant pour cosinus 

directeurs 

yz' — jsy', xf—yx'. 


Appelons et y < les coordonnées relatives à ces axes. On trouvera 
aisément 


(43) 




H ^ ^ \ 

\ ^ / 
^ ^ ^ -t- rVi H- ü) j 


Iw-hiVi) 

e 


©(W). 


Les deux équations obtenues en séparant les parties réelles et les 
parties imaginaires donneront x^^^yi. On voit donc que la forme 
des lignes de courbure planes sera la meme pour toutes les 
surfaces qui correspondent à un même système de valeurs de k 
et de CO et sera, au contraire, complètement indépendante de 
la forme de la fonction arbitraire qui entre dans les formules. 
C’est la deuxième propriété géométrique de la surface. 

En troisième lieu, cherchons l’arête de contact des plans des 
lignes de courbure avec le cône que ces plans enveloppent. Cette 
arête de contact sera définie par l’équation 


^^X-HyY-f.5^Z=:o, 
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à laquelle on donnera facilement la forme 

( 44 ) + iyi)-+- (i — — iyi ) = O. 

Si l’on tient compte des formules (Sg), cette équation devient 

i>i) = O, 

ou, en remplaçant M et N par leurs valeurs, 

. ©'(W) . ©'(to) 

(45) e e(t3i-^ivi)(xi-h£yx)= e ® 0(tü — iVi)(^ri — î/j). 

Remarquons, d’ailleurs, que le point situé à la distance i sur 
l’axe OjKi décrit la courbe (F), normale au plan de la ligne de 
courbure; et, par conséquent, ce plan roule sur le cône qu’il enve- 
loppe. L’équation précédente nous montre que la droite de con- 
tact dit plan de la ligne de courbure a^ec le cône enveloppe ne 
dépend que des constantes A*, co et nullement de la forme de 
la fonction arbitraire. C’est la troisième propriété géométrique 
de la surface. 

En réunissant tous ces résultats, nous pouvons énoncer la pro- 
position suivante : 


Considérons les coordonnées rectangulaires comme 

des fonctions des variables w, Vi définies par la double équa- 
tion 


( 46 ) x^±:iyx = 


Uéquation 


2es(ü)) 


H 




±: ivx — 3 CO ' 


H(^2cü)H'(o) JJ ±; tVi-h co^ 


e ® . 


Vx = const. 


définira une famille de courbes planes isothermes. Faisons 
correspondre à chaque courbe {vx ) la droite définie par V équa- 
tion 

. ©'(W) . ©'(W) 

(47) e ® 0((o -H tVi)(ri7i-i- = e ® 0(to — iVi)(57i — ifi). 

Faisons rouler le plan qui contient les courbes sur un cône 
quelconque ayant pour sommet V origine des coordonnées. 
Alors la courbe ((^^ ), qui, dans chaque position du plan, corres- 




SURFACES ISOTHERMIQUES. 287 

pond à la généj^atrice de contact du plan et du cône, engendre 
précisément la surface cherchée. 

On peut établir, à Faide de considérations géométriques di- 
rectes, une partie des résultats précédents ] montrer, en particulier, 
pourquoi la solution obtenue contient une fonction arbitraire et 
pourquoi cette fonction arbitraire tient si peu de place dans le 
développement de la solution. Reportons-nous à la génération de 
toute surface à lignes de courbure planes au moyen de trois dé- 
veloppables (D), (Di) et (A). Si Ton transforme par flexion la 
développable (D) en un plan (P), les lignes de courbure consti- 
tueront sur ce plan (P) un réseau orthogonal. Soit ç le paramètre 
des lignes de courbure planes, dont la forme n’aura pas changé, et u 
le paramètre des lignes de seconde courbure. L’élément linéaire 
du plan sera de la forme 

ds\ = dv^y 


et, d’après la proposition du n® 998, celui de la surface sera déter- 
miné par la formule 

ds^ = A2 du"^-^ C2(i4- V*) 

où V désigne une fonction de qui n’est autre que la tangente de 
l’angle ç défini au n° 999. La condition d’isothermie se traduisant 
par une équation de la forme 

A __ ?(“) 

c/iTŸâ "" wy 

on voit immédiatement qu’elle est indépendante de la fonction V. 
Ainsi : 

Lorsqidune surface à lignes de courbure planes sera isother- 
mique, la même propriété devra appartenir à toutes les sur-- 
faces à lignes de courbure planes que Von en peut dériver par 
la flexion de la développable (D). 

1018. Dans tout ce qui précède, nous avons étudié seulement le 
cas le plus général. Les calculs se trouveraient en défaut, par 
exemple, si l’on envisageait ce cas particulier de l’équation de 
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Lamé pour lequel les deux solutions U, U^, que nous avons sup- 
posées distinctes, se réduisent à une seule. 

Cette hypothèse, qui conduit, en particulier, aux surfaces à 
courbure constante d’Enneper, a fait l’objet des études de 
M. Adam (^). On déduit les résultats qui s’y rapportent des pré- 
cédents en supposant que, dans les formules données plus haut, 
(ù tende vers zéro. 

Changeons, en effet, dans les formules (46) et ( 47 ), en 
Xi + ^ faisons tendre (o vers zéro. En supprimant par- 
tout le facteur égal à | ? [il restera, pour l’équation delà 

courbe, la double formule 


a?i±:i7i = — 2- 




U ±; Wi 




et, pour celle de la droite. 


(49) 


yi = 




Par suite, il suffira de faire rouler le plan de la courbe sur un 
cylindre quelconque de telle manière que la droite précédente 
soit la génératrice de contact et que chacun de ses points décrive 
une section droite du cylindre. 

Si k devient égal à zéro, on a 



les plans des lignes de courbure passent par une droite et ces 
lignes de courbure sont des cercles. 


(^) P. Adam, Sur les surfaces isothermiques à lignes de courbure planet. 
dans un système ou dans les deux systèmes {Annales scientifiques de VÉcoh 
Normale supérieure, 3* série, t. X, p. Sig; 1898 ). 
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CHAPITRE XL 


SURFACES A LIGNES DE COURBURE SPHÉRIQUES. 

Les surfaces à lignes de courbure sphériques dans un S5"Stème correspondent à 
des équations aux dérivées partielles à invariants égaux qui sont du premier, 
du second ou du troisième rang. — Méthode directe de recherche. — Étant 
donnée une surface à lignes de courbure sphériques (S), il existe une infinité 
de surfaces (SJ de même définition, dépendant d’une fonction arbitraire et ad- 
mettant la même représentation sphérique. — Théorème de M. Blutel. — 
Construction géométrique des surfaces (S^). — Comment on peut, sans aucune 
intégration, déduire toutes les surfaces à lignes de courbure sphériques des sur- 
faces à lignes de courbure planes. ~ Propriétés diverses : en appliquant des 
inversions convenablement choisies à chaque ligne de courbure sphérique de 
la surface, on peut les placer toutes sur une même 'développable isotrope. — 
Définition de la rotation autour d’un cercle j proposition qui rapproche les sur- 
faces à lignes de courbure sphériques des surfaces à lignes de courbure planes. 

— Des surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes ou sphériques. 

— Leur détermination se ramène à la solution de l’équation fonctionnelle 

6 

2](Ai+B,)»=o. 

1 

— Résultat : toutes les surfaces cherchées dérivent simplement, soit du cône, 
soit de la surface dont les normales sont tangentes à un cône. 


1019. Si nous poursuivions PappHcation de la méthode déve- 
loppée dans le Chapitre VIII de ce Livre, nous obtiendrions une 
suite illimitée de surfaces, déterminées sans aucun signe de qua- 
drature, et pour lesquelles on saurait résoudre d’une manière com- 
plète le problème de la représentation sphérique. Les surfaces à 
lignes de courbure planes correspondent, nous l’avons vu (n®996), 
à des équations aux dérivées partielles du premier ou du second 
rang. Nous allons terminer cette étude en montrant de même que 
les surfaces à lignes de courbure sphériques correspondent à des 
•équations aux dérivées partielles du premier, du deuxième ou du 
troisième rang. 
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Nous commencerons par la remarque suivante : 

Lorsqu'une ligne de courbure est sphérique, lu développable 
circonscrite à la surface suivant cette ligne de courbure doit 
aussi être circonscrite à une sphère; et, réciproquement, si 
cette développable est circonscrite à une sphère, la ligne de 
courbure est sphérique. 

En effet, d’après le théorème de Joachimsthal, tous les plans 
tangents aux divers points d’une ligne de courbure située sur une 
sphère (S) coupent cette sphère sous un angle constant et, par 
suite, sont tangents à une sphère (S') concentrique à (S). Inver- 
sement, si tous les plans tangents en tous les points d’une ligne 
de courbure (C) sont tangents à une sphère, soit (C') la courbe 
de contact ; on connaîtra deux lignes de courbure, (C) et (C), de 
la développable enveloppée par ces plans tangents; et comme (C') 
est sur une sphère, (C) sera sur une autre sphère concentrique à 
la précédente (^). 

1020. Appliquons cette remarque à la détermination de toutes 
les surfaces pour lesquelles les lignes de courbure de l’un des 
systèmes, que nous appellerons dans la suite les lignes de pre^ 
mière courbure, sont toutes sphériques. Il suffira évidemment 
d’exprimer qu’en chaque point d’une telle ligne le plan tangent 
à la surface est circonscrit à une sphère, qui variera d’ailleurs 
lorsqu’on changera de ligne de courbure. 

Soit toujours x le paramètre des lignes de première courbure. 
Le plan tangent à la surface cherchée, défini par l’équation 

(i) (a -h p)X •+• ” «)Y H- (ap — i)Z -h Ç = O, 

devra, en tous les points d’une ligne de courbure, être tangent à 
une sphère (S^). Soient x\ les coordonnées carté- 

(') A propos du théorème de Joachimsthal, nous signalerons la réciproque 
suivante dont le lecteur trouvera la démonstration : 

Si les sphères assujetties à contenir trois points consécutifs d*une ligne de 
courbure et, de plus, à être tangentes à la surface au point où elles touchent 
la ligne de courbure coupent toutes une sphère (S) soils un angle constant^ 
la ligne de courbure est sphérique et située sur la sphère (S). 
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siennes du centre et le rayon de (S^). Ce sont quatre fonctions 
de X que nous supposerons données. En traduisant analytiquement 
la propriété qui nous sert de définition, on aura 

(a P) J?; - 4 - i( P — ^)x\ -h (a^ _ ^ = 2^3 (a^ + 1). 

Changeant un peu les notations, nous écrirons cette condition 
comme il suit 

(2) = o, 


XifX2, Xz étant toujours des fonctions de x. 


Différentions par rapport à j/ : en remplaçant ^ par sa valeur 


déduite des équations (7) [p. 199], ^ sera en facteur, et il 
viendra, p q désignant 


(3) + = tü2(aji7û-l-a?2-+- ^). 

Différentions encore par rapport à et remplaçons ^ par 
leurs valeurs (7) [p. 199]* Il viendra, en supprimant le facteur 20), 


^ / doc 

— (aa^o 4- iTâ-h -4- CD ^ 4- 


ày) 


O. 


Cette équation s’intégre à vue et nous donne 


( 4 ) XQOCtti -h x^w q (X) = Xi^, 

x^ désignant une nouvelle fonction de x. La relation précédente 
s’obtiendrait aussi en exprimant que la ligne de courbure est sur 
une sphère concentrique à (S'). 


1021. Si nous remarquons que ü), qcù et aco sont trois solutions 
particulières d’une même équation à invariants égaux, nous 
voyons que l’on retrouve ici, sous une forme un peu plus générale, 
un problème déjà rencontré pour les lignes de courbure planes 
et dont nous allons dire quelques mots. 

Lorsque, pour une équation à invariants égaux, la suite de 
Laplace se termine, l’équation admet une solution de la forme 
suivante 


D. — IV. 


^ = AX4-AiX'4-...+ Xf«; 


16 
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de sorte que, si l’on prend i-+- 1 solutions cor- 
respondantes aux déterminations de X, elles vérifient 

identiquement la relation linéaire 



Xi 

Xi 

... X'/-*' 

-X</' 

x* 

Xi 

... X'/-‘> 

- V (0 

■Sz-i-i — 

Xf+i 

xWi 

• * • 


dont les coefficients sont fonctions de la seule variable x. Mais, 
réciproquement, si l’on aune relation de cette forme entre des so- 
lutions particulières au nombre de i + i , peut-on en conclure que 
l’équation sera intégrable et de rang au plus égal à f + i? C’est la 
question que nous allons examiner pour le cas où i est égal à 2. 

Suivons la même marche que pour les surfaces à lignes de cour- 
bure planes. Pour plus de netteté, posons 

(5) aco = zi, = ^2 ; 


la relation (4) prendra la forme 

{ 6 ) ^2 = ^4 — — XqZi » 


Soit 

<7) 


d^z 
àx dy 




l’équation* dont co, ^2 sont trois solutions particulières. Si l’on 
J substitue la valeur précédente de on trouvera, en supposant, 
•comme il est permis, différent de zéro, 

_ jXt^ x^ 

'àÿ 


ou, plus simplement, 

< 8 ) 


dzi 


, c)a) 


-Tg etxa désignant de nouvelles fonctions de x, Différentions par 
rapport à et remplaçons les dérivées secondes de Zt et de o) par 
leurs valeurs déduites de l’équation (7), dont elles sont des soin- 
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lions particulières. Il viendra 


7 7 / r . à(X> 


ou J en supposant k différent de zéro, 
( 9 )‘ 


___ «JlogÆ , , ,idiù 


Pour éliminer Zk substituons la valeur précédente dans l’é- 
quation (8). En posant 


(lO) 

on trouvera 
( 12 ) 




dx dy ’ 


(n) 


T* 

x\ 


à (i d(ii\ 

^ U- 


et cette condition contient Tunique solution particulière co. 

Pour Téliminer enfin, différentions les deux membres par rap- 
port à a:. Nous aurons 


ou encore 



^logA' d(i)\ 
dx dy J 




^ (^logÂ: d , dkj 

dy k dxdy dy dx ày\k^)~~ 


En tenant compte des formules (to) et (12) et supposant ki 
différent de zéro, il vient 


(,s, 

Il ne reste plus qu’à substituer cette valeur de ^ dans Té- 
quation ( 12 ) pour obtenir la relation 


(i4) 


d^- lo^kki _ 

^ dxdy ’ 


qui constitue une équation aux dérivées partielles du quatrième 
ordre à laquelle devra satisfaire la fonction k. Mais, si Ton se re- 
porte aux formules qui relient les invariants dans une suite de 
Laplace (n® 331), on reconnaît immédiatement que l’équation (i ^ ) 
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est la condition nécessaire et suffisante pour que la solution géné- 
raie de l’équation ( 7 ) soit de rang égal à trois. 

Comme, dans la suite des calculs, nous avons écarté l’hypo- 
thèse où Tune ou Fautre des fonctions serait nulle, on voit 
bien que toutes les surfaces alignes de courbure sphériques seront 
fournies par les équations aux dérivées partielles des trois premiers 
rangs. Mais comme, pour l’équation du premier rang, les lignes 
de courbure des surfaces correspondantes sont toutes planes, elles 
ne pourront être sphériques sans être circulaires. 

En différentiant l’équation (i3) par rapport à on trouve 

et il est clair, par suite de la symétrie de la relation ( 6 ), qui nous 
a servi de point de départ, relativement aux trois solutions parti- 
culières -Si, JS 2 et w, que aw et ^co seront définis par des formules 
toutes semblables à la précédente, mais où devra être remplacé 
par d’autres fonctions, d’ailleurs arbitraires, de x. 

En développant les calculs, on trouvera 

(16 ) (O = + a;', ^ log A-, + a:, ^ (k • 

C’est la partie de la solution générale qui contient une fonction 
arbitraire de x\ l’autre s’obtiendrait en changeant x en y el rem- 
plaçant la fonction arbitraire de x par une fonction arbitraire dey. 
Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour 
poursuivre la recherche. En continuant et étendant jusqu’au 
troisième rang les calculs qui terminent le Chapitre VIII de ce 
Livre, nous obtiendrons, sans aucun signe de quadrature, les équa- 
tions qui définissent les surfaces cherchées. Nous avons même 
donné au n° 994 les éléments nécessaires pour écrire immédiate- 
ment la valeur de co. Mais ici encore, au lieu de poursuivre la so- 
lution analytique, nous préférons revenir à la Géométrie en nous 
appuyant sur un théorème dû à M. Blutel (^). (*) 


(*) E. Blutel, Sur les surfaces gui admettent un système de lignes de 
courbure sphérigues et gui ont même représentation sphérigue pour leurs 
lignes de courbure {Comptes rendus» t. CXVI, p. a 49 ; 1898). 
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1022. Étant donnée une surface (S) à lignes de courbure sphé- 
riques dans un système, nous allons montrer tout d’abord qu’il 
existe une infinité de surfaces de même définition, et admettant 
par surcroît la même représentation sphérique que (S). 

Désignons, en eiffet, par è, c, r, h des fonctions du paramètre a 
des lignes de première courbure de (2), par y, -3 les coor- 
données d’un point de (2), par y, y', y^' les cosinus directeurs de 
la normale en ce point. D’après le théorème de Joachimsthal, on 
aura les deux équations 

( 17 ) (3-~c)2=r2, 

(18) Y(57 — a) = Ar, 

dont la première exprime que la ligne de courbure de la surface 
se trouve sur une sphère (S) de centre (û, è, c) et de rayon r\ 
la seconde exprime, conformément au théorème de Joachimsthal, 
que le plan tangent à la surface en chaque point de la ligne de 
courbure coupe la sphère (S) sous un angle constant, dont le 
cosinus est A. Si l’on pouvait éliminer le paramètre a entre ces 
deux équations, on serait conduit à une équation aux dérivées 
partielles propre à définir toutes les surfaces (2). On peut traiter 
cette équation par les procédés réguliers ; nous nous bornerons ici 
à remarquer que ses caractéristiques sont les lignes de courbure 
du second système. 

En effet, pour déterminer toutes les surfaces vérifiant l’équation 
et passant par un point M de l’espace, il faut d’abord exprimer 
que la sphère (S), définie par l’équation (17), passe par ce point*, et 
cette condition fait connaître une ou plusieurs valeurs de a. Pre- 
nons une des sphères (S) qui passent en M : les plans tangents 
aux surfaces correspondantes, devant couper cette sphère sous un 
angle constant, envelopperont un cône de révolution dont l’axe 
sera le rayon de (S) qui passe au point M. Or les caractéristiques 
de l’équation aux dérivées partielles, étant par définition les 
courbes tangentes aux génératrices rectilignes de ce cône, auront 
évidemment mêmes tangentes en M que les lignes de seconde 
courbure, et, par suite, se confondront avec ces lignes, puisque le 
raisonnement s’applique à tout point de chaque surface (2). 


1023. S’il existe une surface (2o) de même définition que (2) et 
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admettant la même représentation sphérique, y, y', y'^ auront les 
mêmes valeurs aux points correspondants des deux surfaces. La 
surface (S) sera donc définie par des équations telles que les sui- 
vantes 

(19) {xo — (yo — {zq — coP=r^, 

(20) T(^o— cio) ^0) — Co) —roho, 

OÙ ^Oî JKo? ^0 désignent les coordonnées du point de la surface et 
où «0, 60, Co, /'oj ào sont des fonctions de a comme a, b, c, r, h. 
La première équation représente la sphère (So) qui contient la 
ligne de première courbure de (So); et la’ seconde exprime que le 
plan tangent coupe (Sq) sous un angle de cosinus /iq. Si nous dé- 
signons par G, Cq les centres des deux sphères (S), (Sq); par M, 
Mo deux points correspondants des surfaces (S), (So),pris respec- 
tivement sur les sphères (S), (So), il est clair que les normales, 
parallèles, en ces deux points et les deux ra}'ons CM, CoMq sont 
parallèles à un même plan, à celui qui est normal en M, par 
exemple, à la ligne de courbure sphérique de (S). En traduisant 
analytiquement cette propriété, on obtiendra les relations sui- 
vantes 

1 070 — « 0 = X(a?— a) -H (xy, 

ro— = 

5o— Co = — c) H- 

où X et jjL sont deux fonctions auxiliaires que l’on déterminera en 
substituant dans les équations (19) et(ao) les valeurs précédentes 
de Xq ^3^0 5 y 0 ““ <^0 

On a ainsi les deux équations 

^2 7-2 _j_ •l'klJ.rh -+- = 7-2 ^ 

X hr H- jx = Ao 7'o , 

d’où l’on déduit 

II' \/i — /i2 == ro 

jx = Ao/’o — X Ar 

et qui font connaître X et p. comme des fonctions de a. 

Il reste à exprimer la condition essentielle que l’on a identique- 
ment 

Y dx^ H- y' dy^ -1- f dz^ = 0. 
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Si Von substitue les valeurs des diflérentielles dœo^ dz^ 
déduites des équations (21), en tenant compte de la relation 

Y dx - 4 - y' dy 4 - y" dz = o, 

il vient 


rh dl 4 - diJ. 4- ^{(daa — X da)~hY(dbQ — X db)~\- ^(dco — X dc)^ o. 


Si les coefficients de y, y', y" n’étaient pas nuis identîquementj on 
aurait, en tous les points de la ligne de courbure sphérique, une 
relation linéaire entre ces cosinus; et, par suite, cette ligne de 
courbure, ayant pour représentation sphérique un petit cercle, 
serait elle-même un cercle. Écartons d’abord ce cas exceptionnel : 
il faudra que nous ayons 


(24) 

(25) 


7 'Ii dk 4 ” d^L = ü, 
dctQ dbQ dcç^ 

lia ~~ Rb ^ de 


Mais je dis que ces relations conviennent aussi au cas des lignes 
de courbure circulaires, pourvu que l’on choisisse convenablement 
la sphère (Sq) parmi toutes celles, en nombre infini, qui passent 
par la ligne de courbure circulaire de (Sq). Car soit alors 


Hy4-H^^'4-H'^Y''-^K = o, 


la relation linéaire entre les cosinus directeurs, relation nécessaire- 
ment unique. Supposons H^o. Si l’on choisit (So) de telle ma- 
nière que l’on ait 

= X da^ 


comme il ne peut y avoir aucune relation linéaire entre y', y^', cette 
unique équation entraînera les autres relations contenues dans les 
formules (24) et ( 25 ). 


1 024 . Ce point étant admis, il faut interpréter les équations (24) 
et (25) qui définissent toutes les surfaces (S'o). Voici le théorème 
de M. Blutel. 

Désignons par (K) et (Ko) deux lignes de courbure correspon- 
dantes de (S) et de (Sq). Ces lignes de courbure ne sont pas gé- 
néralement homothétiques*, mais les développables (D), (Do) 
formées parles normales en tous leurs points le sont toujours. 
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Les courbes (C) et (Co), décrites par les centres C et Cq des 
deux sphères (S) et (So), ont leurs tangentes correspondantes 
toujours parallèles; par suite la droite CCo engendre une dé- 
çeloppable et touche V arête de rebroussement (R) de cette dé- 
veloppable en un certain point O. Ce point O est le centre 
d'homothétie des deux développables (D), (Dq). Vhomologue 
du point C dans cette homothétie est le point Co ; et le rapport 
de similitude est égal au rapport des distances de ces points 
Co, C aux deux plans principaux qui contiennent respective- 
ment la tangente à la ligne de première courbure de (So) et 
la tangente correspondante de (S). 

Dans cette proposition, il y a des points qui sont évidents a 
priori; il y en a d’autres que l’on pourrait démontrer par la Géo- 
métrie, mais qui résultent immédiatement des relations précé- 
dentes. Les équations (aS), par exemple, montrent immédiatement 
que les deux courbes (C), (Co) ont leurs ta-ngentes toujours pa- 
rallèles et que \ est le rapport des distances OCo et OC des points 
Co, C au point de contact de la droite CCo avec la courbe qu’elle 
enveloppe nécessairement. Il est évident, au contraire, sans calcul 
que les développables (D), (Do) sont homothétiques ; car : i® elles 
ont leurs plans tangents parallèles; 2 ® les plans de la première, 
coupant la sphère (S) sous un angle constant de cosinus égal à A, 
sont tous tangents à la sphère (S') concentrique à (S) et de rayon 
rji — 3® pour la même raison, les plans de la seconde sont 

tangents à une sphère (S^) concentrique à (So) et de rayon 
7’o\/I“-A^ Or deux développables dont les plans tangents sont 
parallèles sont évidemment homothétiques dès qu’elles sont assu- 
jetties en outre à être circonscrites respectivement à deux sphères 
(S') et (Sy). On passe de l’une à l’autre par l’homothétie qui trans- 
forme (S') en (Sq); de sorte que le centre d’homothétie est sur la 
ligne des centres CCq et que le rapport de similitude est égal au 
rapport des rayons des deux sphères. Or, d’après la première for- 
mule (23), ce rapport est égal à X : le centre d’homothétie est, par 
suite, le point O. La proposition de M. Blutel se trouve ainsi com- 
plètement établie. 

On verrait de même que les développables (D''), (DJJ) circon- 
scrites aux deux surfaces (S), (So) en tous les points des lignes 
de courbure (K), (Kq) sont homothétiques, car elles sont circon- 
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scrites à des sphères (S'') et (S^), de rayons rh et concen- 
triques respectivement à (S) et à (Sq). Mais ni le rapport, ni le 
centre d’homothétie, ne sont les mêmes que pour les développables 
(D), (Dq)’ Toutefois ce complément donné à la proposition de 
M. Blutel est essentiel pour la suite de la recherche. 

1025. Il nous faut maintenant indiquer comment, à l’aide des 

propositions précédentes, on pourra déterminer toutes les sur- 
faces (So) lorsque la surface (S) sera donnée. On aura sept fonctions 
Inconnues Æq, Ôo? Cq, Tq, Aq) \ p* et seulement les six équations 
(aS), (24) et (20); une des fonctions pourra donc être choisie 
arbitrairement. Si c’est \ par exemple, que l’on supposera ex- 
primée en a, les équations (24), (20) fourniront ûto, par 

des quadratures et les deux équations (âS) détermineront ensuite 
roj Ao en fonction algébrique de r et de A. Du reste ces valeurs 
de ro, Ao ressortent immédiatement des formules précédentes (22). 
Comme on peut ajouter à toutes ces relations la suivante 

(26) di^h^ro)^! d(hr)^ 

obtenue en différentiantla seconde équation (23) et tenant compte 
de la relation (24), on reconnaît que Aq ne pourra être égal à zéro 
tant que A ne sera pas aussi égal à zéro. En tenant compte aussi 
de la première équation (28), on peut dire que A et Aq prennent 
en même temps les valeurs o et i. 

Par suite, toutes les fois que (S) et (So) auront leurs lignes de 
courbure circulaires, tous les théorèmes précédents leur sont 
applicables soit que l’on prenne comme sphères (S) et (So) 
associées dans les énoncés précédents, les deux sphères inscrites 
ou les deux sphères orthogonales aux deux surfaces. Ainsi se 
trouvent justifiées les propositions dont nous avons fait usage plus 
haut au n*^ 1006. 

1026. Pour que la solution précédente puisse fournir sans aucun 
signe de quadrature la surface (So), il faudrait pouvoir résoudre 
sans aucun signe de quadrature les équations suivantes 
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après quoi p et Tq se détermineraient sans difficulté par les for 
mules (28). 

Le problème auquel on se trouve ainsi conduit peut être résol 
de la manière suivante : 

Déterminons les rapports mutuels de quatre fonctions A, B, C, ] 
de a par les relations suivantes 

l A. dcL B cih —j— Cl de H— H d{^ ?'h ) = o j 
(28) I kd^a-^^ d^b C d^c B. d^-{rh)=z O, 

\ k d^a-hB d^b C d^c d^{rh)=: O, 

La différentiation de ces relations nous conduira aux suivantes 

dk da-h dB db dC de -f* dB d{ ?'h) = o, 
d^ k da d^ B db d’^ C de -i- d’^B d(7'h)==: o, 

où Ton peut remplacer, de même que dans la première (28), de 
db^ dc^ d{rh) parles quantités proportionnelles de, 

d'(/'o/io)) de sorte que l’on aura nécessairement 

I Ac?(2o- 1- Gc?Co-l- H < 3 ?(roAo) = 0, 

dkdaç^-¥- dBdbç^-^ d(lde^-\- dB d{r^h^)=z 
d^ A dccQ H“ d^ B db^ "+" d^ Cl dc(^ -1— d^ B. d(^ /’o ) = o. 

Prenons maintenant comme inconnue auxiliaire u la fonctio 

(3o) w = A dïo — B ^0 G Cq “H H 7*0 Aq. 

En différentiant les deux membres de cette relation et tenai 
compte des formules (29), il viendra 

1 dii = aQ dk-^-b^ c/B -H Co dC-H/'oAo <dB, 
d~ U a(i d^ k bç^ d^B e^ d’^ Q, d^ H, 

d^ U = d^ k “H Ùq d^ B -+- Cq d^ G -f* /'o Aq d^ H) 

de sorte que ^o? /'o^o seront déterminées par ces tro 

équations et s’exprimeront linéairement au moyen de la fonctic 
arbitraire u et de ses trois premières dérivées. 

La question proposée se trouve ainsi complètement résolue. 0 
peut remarquer que \ sera une fonction linéaire de u et de s 
quatre premières dérivées; et comme \da^ \db^ \dc^ \d{ri 
sont des différentielles exactes, \ sera V adjointe de l’expressic 
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linéaire qui, égalée à zéro, donnerait une équation différentielle 
admettant les solutions particulières a\ 6', c\ (rA)'. 

1027. Au lieu des calculs précédents on peut indiquer une con- 
struction géométrique déterminant la surface (Sq). Il suffit de re- 
marquer que les formules (28), (24) et ( 2 S) ne cessent pas de 
subsister si l’on y remplace abord h et Jiq par i, puis par 
/‘A, 7’o Ao* Cela revient à dire que les surfaces à lignes de cou?'-- 
bure circulaù'es (S") enveloppées respectivement par les 
sphères (S"), (Sq) ojit même représentation sphérique. D’après 
cela, la construction donnée plus haut (n° 1007) et indiquée par 
M. Rouquet pour déduire de toute surface à lignes de courbure 
circulaires une surface de même définition admettant même repré- 
sentation sphérique nous permettra de construire la sphère (S") 
et, par suite, là courbe (Co). Cette courbe une fois connue, on 
pourra construire le point O, la sphère (SJ^), les développables 
(Do), (Dq) qui se couperont suivant la ligne de courbure (Ko). 
Du reste, le cari*é du rayon de (Sq) est la somme des carrés des 
rayons de (S[,) et de (S''). 

1028. Revenons à la solution analytique. Nous avons vu que la 
surface (So) dépend d’une fonction arbitraire. On peut disposer 
de cette fonction arbitraire de telle façon que la surface remplisse 
certaines conditions données à l’avance, par exemple que toutes 
les sphères (So) soient orthogonales à une sphère fixe ou passent 
par un point fixe. Ces deux conditions se traduisent, avec des axes 
convenables, par une équation de la forme suivante 

-i- b^ -4- Cq — 7 ’q = const* j 

et, si l’ony substitue les valeurs de <Zo, Aoj fonction de u, 

on obtiendra une équation différentielle du 4® ordre à laquelle 
devra satisfaire cette fonction. Cette équation est quadratique; 
mais, en la différentiant, on fera apparaître le facteur), que l’on 
devra supprimer; et il restera une équation linéaire du 5® ordre. 
Cela se voit tout de suite si on l’écrit sous la forme 


^0 + ^0 — ( ''O Ao)® - X* r2(i - A-) = const. 
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Car en difTérentiant il viendra 

1 [a^da^ bçidb-^cçidc — roAoû?(rA)] — iX/' / 1 — d{\r /T— = 

Ainsi, parmi les surfaces (Sq), il en existe toujours un nomh 
illimité pour lesquelles les sphères (So) passent par un point fi 
ou sont orthogonales à une sphère fixe. 

Or, toute surface (S) pour laquelle les sphères (S) passent p 
un point fixe est l’inverse par rapport à ce point d’une surface (' 
à lignes de courbure planes. Donc on pourra toujours, par a 
constructions géométriques qui rC exigent aucune intégratic 
faire dériçer toutes les surfaces à lignes de courbure sph 
riques des surfaces à lignes de courbure planes : i^^ en prena 
les inverses de celles-ci; 2 ° en construisant ensuite les surfât 
à lignes de courbure sphériques de même représentation spl 
rique que ces inverses. 

1029. De cette génération des surfaces à lignes de courbi 
sphériques résultent plusieurs propriétés que nous allons 
diquer. 

Remarquons que, pour deux surfaces (S), (Sq) ayant même ] 
présentation sphérique et pour deux lignes de courbure phériqi 
correspondantes (K), (Ko), les cônes enveloppes des plans n 
maux ont leurs plans tangents parallèles et, par suite, sont hon 
thétiques. Les développées isotropes des lignes (K), (Ko), dé 
loppées qui sont tracées sur ces cônes, ont leurs tangen 
parallèles, et sont, par suite, des courbes homothétiques (b 
que leur rapport d’homothétie ne soit pas en général égal à X). 
nous supposons que, pour la surface (So), toutes les sphères (1 
passent par un point fixe, cette surface sera l’inverse d’une s 
face (T) à lignes de courbure planes, et les développées isotroi 
de ses lignes de courbure (Ko) seront les inverses des développ 
isotropes des lignes de courbure planes de (T). C’est, en efi 
une propriété essentielle, signalée depuis longtemps (^), des 
veloppables et par suite des développées isotropes, de se conser 
par l’inversion. Comme les développées isotropes des lignes 


(0 Voir la première Partie de TOuvrage cité plus haut [III, p. 4793* 
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courbure planes de (T) sont égales, nous pouA^ons donc énoncer 
la proposition suivante : 

Étant donnée une surface à lignes de courbure sphériques 
(S)^ toutes les développées isotropes de ses lignes de courbure 
sphériques peuvent, par des inversions convenables appliquées 
à chacune déciles, se transfoi'mer en des courbes identiques. 

En d’antres termes, en soumettant les lignes de courbure (K) 
à des inversions convenables et variant de Vune à Vautre ligne, 
on peut les placer toutes sur une même développable iso-- 
trope (A). 

Si donc une des lignes de courbure sphériques est algé- 
brique, toutes les autres sont nécessairement algébriques. 

1030- Les remarques que nous venons de signaler rapprochent 
évidemment les surfaces à lignes de courbure sphériques des 
surfaces à lignes de courbure planes; et l’on est conduit ainsi à re- 
chercher s’il n’existerait pas, pour les lignes de courbure sphé- 
riques, une proposition analogue au théorème du n® 1000. Cette 
proposition existe effectivement, mais son énoncé demande 
quelques explications préliminaires. 

Considérons, d’une manière générale, deux inversions, définies 
parles deux sphères principales (S) et (Sq). L’effet de ces deux 
inversions ne sera pas changé (^), si l’on substitue à ces deux 
sphères (S), (So) deux autres sphères passant par leur cercle d’in- 
tersection (C) et se coupant sous le même angle a que les deux 
premières. On peut donc dire que l’effet des deux inversions est 
défini si l’on donne le cercle (C) et l’angle a. Ajoutons que, pour 
choisir les deux sphères principales des deux inversions suc- 
cessives dans l’ordre convenable, il faut indiquer aussi un sens 
déterminé sur le cercle (G). Nous appellerons l'effet de ces deux 
inversions une rotation d^angle a autour du cercle (C). Tandis 
qu’une inversion simple imprime toujours des déplacements finis 
aux points de l’espace qui ne sont pas voisins de la sphère prin- (*) 


(*) Voir, en particulier, la Note VI de POuvrage cité à la page précédente. 
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cipale, une rotation autour d?un cercle peut imprimer des dé- 
placements infiniment petits à tous les points de l’espace, pourvu 
que son angle soit infiniment petit. 

Si Ton soumet la figure et sa transformée à une inversion dont 
le pôle se trouve sur le cercle (C), la rotation autour de ce cercle 
se transforme en une rotation du même angle autour de la droite 
transformée du cercle. 

1031. Si l’on admet cette généralisation de la notion de rota- 
tion, il est clair qu’on peut soumettre toute surface à lignes de 
courbure circulaires (S) à une déformation analogue à cette défor- 
mation particulière d’une développable dans laquelle les généra- 
trices rectilignes restent rectilignes. Faisons correspondre aux 
cercles de la surface les génératrices rectilignes d’une dévelop- 
pable; aux rotations infiniment petites autour de ces génératrices 
rectilignes, des rotations d’angle égal autour des cercles corres- 
pondants. A toute flexion de la développable correspondra une 
flexion isomorphe de la surface (S), comportant dans sa définition 
une fonction arbitraire. 

Cette notion admise, le lecteur démonti^era aisément le théorème 
suivant : 

Pour obtenir la sia'face à lignes de courbure sphériques la 
plus générale on coupe une développable isotrope (A) par une 
famille de sphères (S); on soumet ensuite ces sphères et leur 
surface enveloppe {'ïi) à la flexion qui vient d^être définie. Les 
sectiojis de la développable (A ) par les sphères {S) se transfor- 
ment àinsi dans une famille de courbes engendrant la surface 
cherchée. 

Les surfaces qui coupent à angle droit une famille de sphères (S) 
apparaissent ainsi comme les analogues des surfaces moulures de 
Monge. Pour elles, les lignes de courbure sont les transformées 
par des inversions d’une même courbe, d’ailleurs quelconque. 

La proposition précédente permet évidemment de retrouver les 
propositions que nous avons obtenues plus haut (n° 1029). 

1032. Nous terminerons ce Chapitre en donnant la démonstra- 
tion d'une proposition déjà énoncée au n° 483, et en déterminant 
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toutes les surfaces dont les lignes de courbure sont planes ou sphé- 
riques dans les deux systèmes. Nous commencerons par établir 
un lemme relatif à deux équations simultanées aux dérivées par- 
tielles du premier ordre. Soient, avec les notations habituelles, 

j /(^> 


ces deux équations. Si l’on veut qu’elles admettent une solution 
commune avec une constante arbitraij^e^ il faudra, comme on 
sait, que la relation 


(33) 



àf\ 

T- 

dp 

.(K 

\ày 


/à/, 


\àf 



(da? 

--PH^ 

/ dp 

. 



àfv 

ôq 


se vérifie identiquement ou soit une conséquence des proposées. 
La première équation aux dérivées partielles (Sa) a ses caracté- 
ristiques définies par les équations différentielles 

dp dq dx^^àz ày ^dz 


de même, pour la seconde, les caractéristiques sont définies par le 
système suivant 


(35) 


ox 

dp 


\r 

àfi 

dq 


àfi 

dx 



à'h 

dy 





de sorte que la condition d’intégrabililé (33) se ramène à la re- 
lation 

(36) dp ox -opdx-h dq oy— oq dy = o, 

qui doit avoir lieu, bien évidemment, pour deux directions quel- 
conques, en chaque point d’une surface intégrale. Or, supposons 
que les caractéristiques soient les lignes de première courbure 
pour la première équation, et les lignes de seconde courbure pour 
la seconde. On aura alors 


dp _ dq _ ^ ^q 

dx -\-p dz dy qdz ’ ox -i-p oz oy -i- q ùz 


( 37 ) 
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X et (JL désignant des inconnues auxiliaires; de sorte que la co 
dition d’iiilégrabilité (36) où l’on remplacera dp^ Sp^ dq^ %q j 
leurs valeurs déduites des équations précédentes prendra la fori 

(X — ii)(da; Sa? -H dj^ -h d^ 5^) = o, 

et elle exprimera simplement, X étant différent de (jl, la proprii 
d’orthogonalité des deux familles de lignes de courbure. 

1033. D’après cela, supposons qu’une surface (S) ait toutes 
lignes de courbure sphériques. Désignons par (Si) les sphè 
qui contiennent les lignes de première courbure et par (S 2 ) 
sphères qui contiennent les lignes de seconde courbure. Soient 
l’angle sous lequel la surface doit couper la sphère (Si) et 
l’angle sous lequel elle doit couper la sphère (S 2 ). Parmi 
sphères (Si) et (S 2 ), choisissons celles qui se coupent en 
point M de l’espace et dont l’intersection est un cercle (C) < 
passe en M. Le plan tangent en M à la surface cherchée sera é 
demment défini parla double condition de faire les angles cOi et 
respectivement avec les plans tangents en M aux deux sphères ( 
et (S 2 ); cette double condition montre qu’il doit être tangen 
deux cônes de révolution ayant pour axes les rayons des d< 
sphères qui passent en M, ce qui donne, en général, quatre pl 
distincts. Prenons l’un quelconque d’entre eux. Il coupera i 
demment les deux plans tangents aux sphères suivant /es dt 
tangentes principales de la surface cherchée. Par conséqui 
pour que la surface existe, pour que la condition d’intégrabi 
soit vérifiée, il sera nécessaire et suffisant que ces deux dro 
soient rectangulaires. Cela donne une condition à laqu 
doivent satisfaire les deux familles de sphères (S<) et (S 2 ). C 
condition peut d’ailleurs s’exprimer sous la forme suivante. 

Pour chaque point du cercle (C), construisons le trièdre aj 
pour arêtes les rayons des deux sphères (S|), (S 2 ) qui aboutisî 
à ce point et la normale à la surface cherchée : le dièdt'e fd 
par les faces du trièdre qui se coupent suivant cette nom 
devra être droit; et, par suite, si V désigne l’angle des sph 
(S^), (S 2 ), la Trigonométrie nous donnera immédiatement la i 
tion suivante 


(38) 


COsV = COSWi COSü)2, 
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Si les équations des deux familles de sphères (S^ ) et (So) sont 
données sous les formes suivantes 

I — (r — — C 2 ) 2 = 

, Z> 4 , Ci 5 Ti , cOi étant fonctions d’un paramètre a et cto, èo, Co, ra 
d’un autre paramètre la relation (38) donnera la condition 

( 4o) — âf2)^‘+' (^1 — ^ 2 )^"+“ (Ci — Co)^= 7'5-4- — 2/‘ir2 COStüi COSCDo, 

qui devra être vérifiée identiquement et qui a été le point de dé- 
part du Mémoire de M. J. -A. Serret(^). 

1034*. Au lieu de suivre la même méthode, nous reprendrons 
le cercle (C) intersection des deux sphères (S^) et (S 2 ) et nous 
remarquerons que, si (S) est la surface cherchée, une sphère (U) 
tangente en M à (S) coupera le cercle (C) en un second point 
tel que le plan tangent à cette sphère en Mi fasse aussi les angles Wi , 
coo avec les deux sphères (Si), (So) et coupe les plans tangents en 
ce même point Mi aux deux sphères suivant deux droites rectan- 
gulaires. Il sera donc toujours possible d’associer à la surface 
cherchée (S) une autre surface (Si) de mêmes propriétés, de 
même définition, coupant les sphères (Si) et (S 2 ) sous les mêmes 
angles, telle, en outre, que (S) et (Si) constituent, à elles deux, 
les deux nappes de l’enveloppe des sphères variables (U); et, de 
plus, les lignes de courbure se correspondront évidemment sur 
les deux nappes de cette enveloppe de sphères (-). 

Nous pourrons donc appliquer les propositions démontrées au 

(*) J.-A. Serret, Mémoire sur les surfaces dont toutes les lignes de cour- 
bure sont planes ou sphériques {Journal de Liouville, t. XVIII, i'* série, p. ii3; 
i853). 

(“) Pour bien comprendre ce point essentiel, remarquons que, lorsqu’on donne 
a priori les familles de sphères (SJ, (SJ ainsi que les angles sous les- 

quels ces sphères doivent être coupées par la surface cherchée (S), cette surface 
devra vérifier deux équations aux dérivées partielles du premier ordre qui ad- 
mettront une intégrale commune açec une constante arbitraire toutes les fois 
que la condition (38) ou (4o) sera vérifiée. Mais, comme il passe, en chaque 
point du cercle (C), quatre plans tangents coupant respectivement les sphères (Sj, 
(SJ sous les angles il y aura quatre familles distinctes de surfaces (S)^ 

D. - IV. ï7 
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s 

Livre IV, Chapitre XV, relativement à ces enveloppes. Pour plus 
de symétrie, nous emploierons les coordonnées pentasphériques 
(Liv. Il, Chap. VI). Soit 

(40 ^m,;r, = o 

1 

l’équation de la sphère (U). Soient de même 

0 5 

(42) ^«,-37/= O, (43) ^6,37;= O 

1 1 

les équations des sphères (S^) et (S 2 ); les étant des fonctions 
d’un paramètre a et les bi des fonctions d’un paramètre P; lesm/ 
dépendront à la fois de a et de p. 

Pour avoir les deux points de contact de (ü) avec son enve- 
loppe, il faut joindre à l’équation (4i) ses deux dérivées 



Les deux points de contact devant se trouver par hypothèse sur 
les sphères (S 4 ), (S 2 ), les cinq équations précédentes doivent se 
réduire à trois. On aura donc nécessairement 


I = Imi H- A cil H- 

^ = Al Al «/H- B Ùly 

A, B, A^, étant des fonctions auxiliaires et i devant re- 
cevoir les valeurs 1 , 2 , — ,5. 

D’autre part, les six coordonnées mi de la sphère (U) doivent 
être (n° 477) des solutions particulières d’une équation aux dé- 
rivées partielles de la forme suivante : 


mi 


^ dmi _ dmi ^ 

+D-^ +Em/=o. 


qui correspondront aux quatre plans précédents; et ces familles se grouperont 
deux à deux de telle manière que deux surfaces différentes prises dans deux fa- 
milles associées forment les deux nappes de Tenveloppe de sphères que nous con- 
sidérons dans le texte. 
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Substituons dans cette équation les valeurs de définies 

' /52 m * 

par les équations (45) et celle de déduite, par exemple, de 
la première de ces équations. Nous aurons 


-h GX -H DXi-h XXi -4- E j -4- GA -f- DA 1 -h X Ai 


( ~ 

Si les coefficients de a/, &/, 6'., mi dans cette équation n’étaient 
pas nuis, l’équation (4i) de la sphère tangente apparaîtrait comme 
une combinaison linéaire des équations 

ce qui est en contradiction avec la remarque faite au début de ce 
numéro, ces trois équations définissant deux points déterminés 
du cercle (G). Il faut donc que la relation (46) se réduise à une 
identité et que l’on ait, en particulier, 

Bi = o. 

On verra de même que l’on a aussi 

Ai = o, 

de sorte que les deux équations (45) peuvent se ramener à la 
forme plus simple 

( ^■J~= Xm, -hAa„ 

]dm. , 

[ = Xi/n/-f- 

Écrivons maintenant que les deux valeurs de déduites de 
ces équations sont égales. Il viendra 

-"'(s? - â-) +«'(jF ‘'(S 


Pour les raisons déjà indiquées, on doit avoir 


dl ^ 
da 


= XiA, 
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Ces équations nous donnent, en introduisant une fonctic 
auxiliaire A, 

i dh ^ I àh d{Bh) 

hdf ’ da ~°- 

Nous aurons donc 

AA=/(a), BA = tp(P) 

et les équations (47) nous fourniront la valeur suivante de rm 

mth = J" aif{a.)da.-+- J' èj-tp(p)<ip. 

Comme on peut évidemment multiplier tous les rm par une fon 
don quelconque A, nous pourrons prendre, pour j = i, 2, 3, 4, 

nii= J atf{d)da.-¥ J 

L’équation à laquelle satisfont (n“ 477) les six coordonnées de 
sphère sera donc 

d^nii __ 

de sorte que la sixième coordonnée sera, elle aussi, 
somme d^une fonction de a et d^une fonction de jâ. 

1035. Réciproquement, considérons la surface enveloppe d’u 
sphère pour laquelle les six coordonnées sont données par la fo 
mule 

(48) 7?ij= 

où Aô Bi dépendent respectivement de a et de p. Pour obtenir 
surface il faudra joindre à l’équation 

5 

(49) 

1 

ses deux dérivées 

h 5 

2AJa?, = o, 2B',ir,= o, 

1 1 


(5o) 
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par rapport à a et a p. Prises isolément, les deux équations précé- 
dentes définissent deux courbes sphériques de la surface. La 
sphère qui contient la première, par exemple, coupe la surface 
sous un angle W) défini par la formule (n® lo6) 

5 

COSCOi = 

(Ae 

Or si l’on différentie, par rapport à a, la relation identique 

6 

Ai'-h B/)2 = O, 

1 

qui doit nécessairement exister (n° 156) entre les six coordonnées 
de la sphère, il vient 

5 

B/)4- Ag( Afi-h B6)= O, 


de sorte que Ton a 



Uangle étant une fonction de a, on voit que la sphère définie 
par la première équation (5o) coupe la surface sous un angle 
qui est partout le même^ et, par suite, les courbes de paramètre a 
sont des lignes de courbure sphériques de la surface. La démon- 
stration est toute semblable pour les lignes de paramètre p. 

En résumé, nous obtenons la proposition suivante : 

Pour définir les surfaces dont toutes les lignes de courbure 
sont planes ou sphériques, on déterminera de la manière la 
plus générale six fonctions Ai de a et six fonctions Bi de fJ ué- 


1 
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rifianl identiquement la relation 

6 

( 52 ) B/)2= 0, 

1 

JOUIS on prendra V enveloppe de la sphère variable 

( 53 ) 0 . 

1 

Les deux nappes de cette emeloppe seront deux des surfaces 
cherchées. 

C’est la proposition déjà énoncée au n“ 483. 

1036. Appliquons-la à la détermination effective des surfaces 
cherchées : il faudra d’abord résoudre l’équation fonctionnelle (5î>.)* 
Cette résolution se simplifie beaucoup si l’on emploie toutes les 
substitutions linéaires orthogonales, qui transforment en elle- 
même la forme quadratique 

1 

Dans la géométrie des sphères elles jouent le même rôle que le 
changement de coordonnées dans la géométrie du plan. En uti- 
lisant les résultats obtenus au Livre II, Chap. VI, on reconnaîtra 
aisément qu’on les obtient toutes en combinant des déplacements, 
des Inversions, des dilatations (augmentation d’une quantité 
constante pour le rayon de toute sphère). Nous admettrons ce ré- 
sultat. 

Si nous différentions l’équation à résoudre par rapport a a et 
à elle devient 

6 

(54) ^AJBJ^o. 

1 

Ëtadions d’abord celte dernière équation. 

Comme tous les B'- ne sont pas nuis, en donnant à p une valeur 
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fixe quelconque, on obtiendra au moins une relation linéaire, à 
coefficients constants, entre les A'-, Supposons d’abord qu’il 
n’existe qu’une pareille l'elation, savoir 


Si l’on a 

on peut, par une substitution orthogonale, ramener la relation à la 
forme 

et si Ton a 

on la ramène de même à la forme suivante 

(50) A ;j -4- /Ag = O. 

Dans le premier cas, pour que l’équation (54) soit vérifiée, il 
faut que l’on ait 

r= b; Bi ==:= b; = Bi =:= O 

<ît l’équation (5^) devient alors 
» 

î 

Le premier membre ne pouvant dépendre que de a et le second 
dépendant nécessairement de p, il y a impossibilité. Le raisonne- 
ment s’appliquera de même si l’on substitue la relation (56) à la 
précédente (55). ïl n’y a donc, en ayant égard à ce que l’échange 
de a etdc j3 l'ovicnt à un changement de notations, qu’à examiner 
deux hypothèses : ou bien il y a deux relations linéaires entre 
les dérivées A'- par exemple, et <jnatrc entre les dérivées 2 ^ ou 
bien il y a trois relations linéaires entre les unes et les autres. 

Une discussion facile montre que des relations linéaires, en 
nombre quelconqtie, entre les AJ par exemple, peuvent toujours,. 
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par une substitution orthogonale, être ramenées à vérifier le 
deux conditions suivantes : 

1 ° Chaque relation sera de la forme 

A^=o ou o; 

2 ° De plus, la même dérivée ne figure que dans une seul 
relation. 

Les cas où quelques-unes des relations contiennent deux dér 

vées se déduisent des autres par le passage à la limite. 

1 

1037. D’après cela, s’il y a deux relations seulement enii 
les A'-, on pourra, en se bornant au cas général, les prendre soi 
la forme 

a; = o, a'5 = o. 

Il faudra que l’on ail 

b; = b;=:B'3=:b; = o; 

par suite, B 2 , B 3 , Be, A 5 , A 4 seront des constantes que l’o 
pourra prendre égales à zéro; de sorte que l’équation à vérifi( 
prendra la forme 

A 5 -HAl-hA*-i-A 2 = -B|-B| 

et chacun de ses membres devra se réduire à une constante. O 
pourra prendre par exemple 

B 4 = cosp, B 5 = sinp, 

AJ + A^h- A|-h A 2 = -i. 

Si l’on choisit un système de sphères coordonnées comprena: 
les trois plans principaux, la sphère de coordonnées mi sera di 
finie, en coordonnées cartésiennes 5, par l’équation suivan 

r® -H — R2 

2 772107-4- 2 7722JK-H 2 772âS-h 7724 6 

K 

-h 27725 g = O ; 

de sorte qu’ici la surface cherchée deviendra l’enveloppe de 
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sphère 

( 57 ) a Al a? H- 2 L^y -h 2 A3-3 ■+• R = o. 


Enjoignant à l’équation précédente les deux dérivées 
(58) \ k\a:-hA.‘^y-hk'iZ-o, 

on reconnaît que cette surface se réduit à un cône, d’ailleurs 
quelconque. 


1038. Envisageons maintenant le cas où il y a trois relations 
entre les A'-; et, nous bornant toujours au cas le plus général, 
prenons-les sous la forme 

a; = a; = a; = o; 

il viendra ^ 

b; = b; = b; = O. 


On pourra encore supposer nulles A 4 , A 5 , Ae, B|, Bg, Bg, et l’on 
aura 

a?h-a|-+-a1=-b|-b|-b:-. 


Il sera nécessaire et suffisant que les deux membres se réduisent à 
une même constante. 

La surface étant l’enveloppe de la sphère définie par l’équation 


(59) 


2 Al a? -h T.K^y -H 2 A 35 -+- B 4 


a,2 4.^2^_;;2_R2 

R 


R- 

tBs g D> 


il faudra joindre à cette équation les deux dérivées 

( Aia? + A^r = O, 

(^o) I g, ^ ^ 

On voit que les lignes de première courbure sont dans les plans 
tangents d’un cône et que les lignes de seconde courbure sont sur 
les sphères ayant pour centre le sommet de ce cône. On reconnaît 
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la surface de Monge, dont toutes les normales sont tangentes 
à un cône. 

En résumé, on peut énoncer le théorème suivant : 

Les suif aces dont toutes les lignes de courbure sont planes ou 
sphériques se déduisent, par des inversions et des dilatations, 
soit d^un cône, soit de la surface dont toutes les normales sont 
tangentes à un cône, ou bien elles dérivent par dégénérescence 
des surfaces ainsi obtenues. 
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CHAPITRE XIL 


GÉNÉRALISATIONS DIVERSES. 

Systèmes d’équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre à n va- 
riables indépendantes dans lesquels chaque équation ne contient qu’une dérivée 
seconde prise par rapport à deux variables différentes. — Forme type de ces 
systèmes, condition pour qu’ils admettent n -t- 1 intégrales linéairement indé- 
pendantes. — Extension à ces systèmes de la méthode de Laplace. — Comment 
on les intègre lorsque la suite de Laplace se termine dans un sens. — Indica- 
tion de certains systèmes généraux dont l’intégrale peut être obtenue. — Cas 
particuliers. — Applications géométriques. — Systèmes de coordonnées curvi- 
lignes à lignes conjuguées. — Ces systèmes sont les seuls qui puissent corres- 
pondre à d’autres systèmes, les plans tangents aux surfaces coordonnées étant 
parallèles pour les points correspondants. — Interprétation géométrique des 
substitutions de Laplace généralisées. — Cas particulier des systèmes triples 
orthogonaux. — Théorème de M. Combescure. — Démonstration directe de ce 
théorème. — Application. — Détermination d’une classe de systèmes triples pour 
lesquels toutes les lignes de courbure sont planes. — En combinant l’inver- 
sion avec le théorème de M. Combescure, on peut faire dériver d’un système 
triple orthogonal une suite illimitée de systèmes analogues. — Détermina- 
tion des systèmes orthogonaux à lignes de courbure planes dans un seul sys- 
tème. — Détermination des systèmes orthogonaux à lignes de courbure sphé- 
riques dans un seul système. 


1039. Bien qu’il n’entre pas dans notre plan de faire une étude 
détaillée et complète des systèmes orthogonaux, nous croyons 
cependant qu’il sera utile, pour bien-saisir les méthodes précé-* 
dentes, de montrer comment elles peuvent être généralisées et 
étendues. Nous trouverons ainsi l’occasion de revenir sur les pro- 
positions analytiques établies au Livre IV et de montrer qu’elles 
peuvent être beaucoup développées; que les démonstrations sub- 
sistent, presque sans modification, lorsqu’on substitue à une 
équation linéaire du second ordre certains systèmes du même 
ordre auxquels doit satisfaire une fonction inconnue de plusieurs 
variables. 

Désignons par p, pi, p 2 , pn-i système de n variables 
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indépendantes et envisageons le système des équations 

U 

(I) 


du du 

— — = aik 5 H Ctkî -T — 7 

àçtk d^i 


où i et k peuvent prendre deux valeurs différentes quelconques 
dans la suite o, i, 2, . . — i; de sorte que le système com- 
prend équations simultanées. Nous chercherons en pre- 


mier lieu les conditions qui sont nécessaires pour qu’il admette, 
en dehors de la solution évidente u = n solutions distinctes, 
linéairement indépendantes. 

Pour obtenir ces conditions, nous allons former de trois ma- 
nières différentes les valeurs des dérivées troisièmes telles que 

et nous écrirons que ces valeurs sont égales. On trouve, 


d^u 


à^i d^k dpi 

par exemple, en prenant la dérivée de l’équation (i) par rapport 
à l étant différent de i et de A-, et en substituant les valeurs des 
dérivées secondes qu’introduit cette opération, 


à^u 


cJpz- à^k àpi \ dpi 

\àpi 


akidn 


\ du 

')Wi 


\ du 


ct'ikctikj ^ aïkajd) 


du 

dpi* 


Permutons dans les deux membres les indices k et /, par exemple; 
le premier membre ne changera pas. Comme, par hypothèse, le 
système doit admettre n solutions linéairement indépendantes ou, 
ce qui revient au même, une solution dont les dérivées premières 
peuvent être choisies arbitrairement pour un système quelconque 
de valeurs des variables indépendantes, les coefficients des mêmes 
dérivées du premier ordre- devront être égaux dans les deux ex- 
pressions ainsi obtenues de la dérivée troisième. Cela nous con- 
duit à des relations du type suivant 


(2) 


duik 

dpi 


= auaik"^ cciictik— ctikct>ik {i 9^ k^ l). 


Échangeons dans cette relation les indices i l : le second 
membre ne change pas. On doit donc avoir 
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et, par conséquent, ai^ sont les dérivées, par rapport à 0 / el 
à p/, d’une même fonction que nous désignerons par logH^; de 
sorte que l’on pourra poser 


(3) 




dïîk 


Hæ àpi 

L’équation de condition ( 2 ) deviendra 


(i ^ k). 


(4) 


dpi dp/ 


H/ àpi ^dpt 


^ âEk 
H/ dpi dpi ’ 


et le système (i) prendra la forme suivante 


(5) 


d^u 


dpi dpjc 


I dRji; du 

^ djl 


I <?H/ du 


-^ = 0 ( ). 

’C dpi A: = o, I, 2 , n— '1/ 


Les relations (4), auxquelles doivent satisfaire les fonctions H/, 
sont au nombre de — —• Nous indiquerons plus loin de 

nombreux exemples dans lesquels ces relations en si grand nombre 
sont toutes vérifiées. Dans ce cas le système ( 0 ) admettra d’ailleurs, 
non seulement n solutions particulières linéairement indépen- 
dantes, mais aussi une solution générale contenant n fonctions 
arbitraires d’une seule variable indépendante; c’est-à-dire que, si 
l’on calcule de proche en proche les dérivées des différents ordres 
de U pour un système quelconque de valeurs de p, p«>.<, 

les dérivées de chaque ordre relatives à une seule variable 

••• demeureront toujours arbitraires. 

dpf' 

Pour ne pas compliquer la théorie, nous avons laissé de côté 
les systèmes de la forme 


(6) 


d^ U du du J 

'Â — ^ -i CLki t; ba M = 

dpi dpk dpk dpi 


qui contiennent la fonction inconnue; mais, dès que l’on en con- 
naîtra une solution particulière z/, il suffira d’effectuer la substi- 
tution 

U = u'v. 


pour être ramené à un système en ç qui devra admettre la solu- 
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tion P = I et, par suite, sera de la forme (i). On peut donc dire 
que, dès qu’un système de la forme précédente admet n-f-i solu- 
tions linéairement indépendantes,, il est réductible à la forme (5) 
et admet une solution contenant n fonctions arbitraires d’une va- 
riable. 


1040, Si l’on désigne, conformément à une notation déjà 
employée au Livre IV, par fik{u) le premier membre de l’équa- 
tion (5), c’est-à-dire si l’on pose 

_ IL I du I du 

il) *” H” ~ ïî^ 5^ Jp7 

on reconnaîtra aisément que les relations auxquelles doivent satis- 
faire les Hi s’expriment par la formule simple 

( 8 ) 


D’après la manière même dont on les a obtenues, on voit qu’il 
y a, entre les symboles //a-j les relations identiques 


( 9 ) 


dfiUu) 

I 


dp, 

h7 

dpi 

_ àf,:/(>l) 

I 

dEf 

dp. 

a; 

dp/c ' 

_ dMu) 
d?i 

I 

H'/ 

dEj 

dpi'' 


fn(.u) 

U{u) 


I dEi . , ^ 

îil ^ 

H, dp/ 


les indices £, A*, l étant toujours supposés différents. Ces identités 
montrent déjà que les relations auxquelles doivent satisfaire les 
fonctions H ne sont pas essentiellement distinctes. 

Elles permettent encore de donner une forme plus précise à un 
énoncé précédent et de démontrer que, sous les conditions ha- 
bituelles de continuité pour les coefficients, le système des équa- 
tions aux dérivées partielles simultanées (5) admet une solution ii 
satisfaisant aux conditions initiales suivantes ; 

Soient pj, . . ., p°_^ un système de valeurs des variables in- 
dépendantes. Choisissons n fonctions /(p),/i (pi)? /«-< (p/z-O? 

assujetties à l’unique condition de se réduire à une même con- 
stante quand on remplace dans chacune d’elles la variable p^ par 
sa valeur initiale p®. Il existera une solution du système (5), et 
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une seule, se réduisant k fi(oi) lorsque toutes les variables pfi 
autres que p/ se réduiront à leurs valeurs initiales pJJ. 

Cette proposition est une simple conséquence de celle que nous 
avons établie au Livre IV, Cbap. IV, relativement à une seule 
équation. Pour plus de netteté, bornons-nous au cas de trois va- 
riables indépendantes p, p^, po. La solution cherchée u doit se 
réduire 

à f(p) pour pi = p?, = 

à/i(?i) pour p = p^ p2 = ?;. 

û pour p = po. Pi = po. 

Elle sera donc pleinement déterminée, pour pi = pj, par la 
condition de satisfaire à l’équation 

= O, 

et de se réduire à/(p) ou à /2(p2) suivant que po ou p prennent 
les valeurs p® ou p®. Soit u' la fonction, ainsi obtenue, de p et 
de p2. 

Pour le même motif, la fonction u sera déterminée, pour p = p^, 
par la condition de satisfaire à Téquation 

et de se réduire à fi (p^ ) ou à /2(p2) suivant que po ou pi prennent 
les valeurs initiales pS ou p®. Soit i/' la fonction ainsi obtenue 
de pi et de p2. 

Cela posé, en vertu même de la proposition que nous venons 
d’invoquer, la fonction cherchée u sera complètement déterminée 
par la condition de satisfaire à l’équation 

(«) /oi(^0 = 0; 

pour toutes les valeurs de p, pi, p2, de se réduire à i/, pour 
pi = pj, et à u" pour p = p®. Il ne reste plus qu’à démontrer que 
la fonction ainsi obtenue satisfait, pour toutes les valeurs des va- 
riables indépendantes, aux deux autres équations 

/o2(ïn = O, /l2(«) = O, 

qui composent, dans ce cas, le système ( 5 ). 

Si l’on tient compte de l’équation (a), les identités (9) nous 
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donnent ici les relations 


(b) 


I dHi - . . ■ I - 


_ àfiiju) Ji_ 

dp H2 dpi 

== JL 

dpi H2 àp 


/ü2(i0, 

/l2(îO, 


qui ont Heu pour toutes les valeurs des variables indépendantes. 

Ces relations peuvent être envisagées comme des équations aux 
dérivées partielles du premier ordre auxquelles doivent satisfaire 
les deux fonctions inconnues f2ù(u), éliminant, ])ar 

exemple, /2o(zf), on sera conduit à une équation de la foinnc 


(c) 


à^fn(u) ^ ^ if ni}!:) 4. B 

dp dpi dp dpi 


-H G /lâC ) = O. 


Recherchons les conditions initiales auxquelles doit satisfaire 
/i2(w). On a d’abord, u se réduisant alors à i/f 


/i2(i^) = o pour P = P^ 

D’autre part, si Ton fait, dans les identités (6), ::::= pj, comme 

on a alors /o2(w) = o, il vient 


et, de là, on déduit 


i/nia) 

dp 


t àHi . . . 

h; 


/i2(w) = Hi pour ==: po. 

Mais comme/, 2 (m) est nul par hypothèse pour p = p», quelles 
que soient les autres variables, il faudra que l’on ait 

Hi'KP 2 ) = o pour P = po, 

et, par conséquent. H, n’étant pas nul en vertu des conditions 
de continuité, 

4'(Ps) = o. 


On voit que la fonction devra être nulle soit pour 

P = ?« soit pour p,=p« et, comme elle doit en outre vérifier 
1 équation (c), elle sera nécessairement nulle pour toutes les va- 
leurs de p, pi, po. 
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Le raisonnement fait ponv se répète évidemment pour 
et Ton voit que la fonction u satisfait aussi à Féquation 

fotiu) = O, 

ce qui achève la démonstration. 


lOM. Nous ajouterons la l'emarque suivante relative aux 
relations entre les IL*. Introduisons les quantités |5i/t définies par 
la formule 


(10) 




_L Ëîi* 
IL àpr 


Les relations (4) ou (8) s’exprimeront uniquement au moyen 
des jî/A- prendront la forme simple 

(U) 


(le sorte que, si l’on pose 


il viendra 


w», 


~)pi 




cl l’on aura, par suite, 

tkü,g- _ ÔMk/ _ d(ü/i 

" Ope ~ àpi; ’ 

Ces relations permettent d’introduire une fonction V telle que 
l’on ait 

()SV 

On peut (îxprimer tous les p/* en fonction de V, former des 
équations aux dérivées partielles auxquelles V devra satisfaire ; 
mais nous laisserons de côté tout ce qui concerne cette fonction. 

10i2. Supposons que l’on ait obtenu d’une manière quelconque 
un systtème de la forme (5), pour lequel toutes les conditions 
d’intégrabilité soient vérifiées, et proposons-nous de rechercher 
comment on peut l’intégrer. 

D. - IV. ‘8 
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Nous allons montrer qu’ici encore on peut employer avec 
succès la substitution de Laplace (n“ 330). 

Considérons, en effet, l’équation particulière 

( 12 ) fik{u) = o. 


Si elle était seule et si l’on voulait lui appliquer la substitution 
de Laplace, il faudrait, par exemple, substituer à u la fonction ç>, 
définie par l’équation 


(r3) 

Si l’on pose alors 


du 

àçi 





(i4) 

on aura 


_ H;!,. dHi H| dMogHA 
^ àçkOpt 
à?t 




(i5) 


àv _ Læ 

dp/c H/c 


(mH- p), 


et V satisfera à l’équation 


, d^v I dL* I dLi dv 

^ ' àpidp/c L* Jfi dp Je Li 5^ dpi 

oùl’ona,posé 


(17) 


Li = 


HiH(. 

m ■ 

dpi 


On verra de même que si l’on introduit les quantités L^' dé- 
finies par les relations 


dHi- dHi 

08) — dHj, — 


la fonction p satisfera, pour toutes les valeurs distinctes de cl 
de /c\ au système 

( 19 ) ^ Ja. ^ ^ 

àpi'dp/c' Li' âp^' dpi' La' dpi' dp/i:'^ 

tout semblable au proposé. 
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Comme on a — — équations, comme chacune fournit deux 

substitutions, on voit que chaque système de la forme (5) admettra, 
en général, n(n — i) systèmes dérivés, n(n — i) systèmes con- 
tigus. De ceux-ci, on pourra en déduire d’autres et continuer, soit 
indéfiniment, soit au moins jusqu’à ce que l’une des équations 
qui composent le système ait un de ses deux invariants égal à 
zéi'o. 

Il y a de nombreuses relations entre toutes les substitutions 
ainsi obtenues : nous nous contenterons de signaler la propriété 
suivante : 

Si l’on désigne par la substitution définie par la formule (r3), 
l’effet de deux substitutions S/^, appliquées successivement ne 
change pas lorsqu’on échange, soit les deux premiers, soit les 
deux seconds indices. 

1043. Examinons ce qui arrive lorsqu’une des substitutions S/a 
devient impossible, c’est-à-dire lorsque l’équation d’indices i etk 
du système (5) a l’im de ses invariants nuis. Pour plus de simpli- 
cité, nous nous bornerons au cas de trois variables p, pi, pa, qui 
SC présentera seul dans les applications. 

Considérons l’équation 

c?-^^ I ()ni âu I ()Il 2 du ___ 

(au) yj2(M) — 

et supposons que son invariant 


_ 1 !Ei JL 

lli Opi H2 

soit nul. Gela se traduira parla relation 
('jii) yi2(iïi) = 

On a déjà 

/ü2(ni) = o. 


Si donc nous substituons à la place de ii dans les iden- 
tités (9) où l’on remplacera paro, i, 2 les indices différents f, A-, /, 
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On déduit donc de là, soit 
( 22 ) /oi(Hi) = 0, 


soit 

(a3) 


I àEi_iàE 

Hi H 


Envisageons d’abord la première hypothèse : H< est alors une 
solution des trois équations qui composent le système; si l’on 
effectue la substitution 

w = HiP, 


on aura un système tout semblable au proposé, mais dans lequel, 
Ha et Hg étant remplacés par de nouvelles fonctions, serait 
fait égal à l’unité. Introduisons donc, pour ne pas changer de no- 
tations, cette hypothèse directement dans le système proposé. La 
première et la troisième équation s’intégreront à vue et nous 
donneront 


âu 

dp2 


=:HaSi, 


âu 

¥ 


= IIT„ 


S^ etT< étant des fonctions qui ne dépendent pas de p^. Portant 
successivement les valeurs ^ dans la seconde équation, 

nous trouverons 


dp H 2 (?p2 àp2 II c)p ^ 


Il est clair que ces équations ne peuvent fournir des valeurs 
de Si et de Ti indépendantes de pi que si Ton a 


m 

àpz 


- H2Ai, 


dp 


ÜBu 


Ai et Bi ne dépendant nullement de pi . Alors Si et Ti sc détermi- 
neront par le système 

^ dT, 
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qui ne contient que deux variables indépendantes. Puis on aura 

1044. Examinons maintenant la seconde hypothèse, celle où 


l’on a 




_i_ ôlh 

I (JH 


Hi àp2 

“ H dpa’ 

ce qui donne 




Ht 

H 

= Ra, 


Ro ne dépendant pas de p2. Si nous faisons la substitution 

U = HiP, 

nos trois équations deviendront 

Mlhv) = ^ (Hi - jj; -f~ H, = O, 

Mais les idenlités (9) nous donnent ici la relation, déjà écrite 
plus haut, 

d’où l’on déduit, en intégrant, 

/0l(II|)=HiS2, 

Sa étant de même définition que Ra, c’est-à-dire ne contenant 
pas p2* Les deux premières équations en ç? admettent l’intégrale 
gônéx'ale 

H, g.», H,. 

OÙ dépend exclmU^ement de pg. En intégrant, on déduit de là 
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U 2 étant indépendant de p 2 comme So et Ta, et a désignant une 
constante quelconque. Comme on a 


l’équation 


/oiCHa) = o> 


/oi(Hi(^) = o 


admet la solution définie par la formule 


et comme, après la division par H^, ses coefficients sont ramenés 
à ne plus contenir pa, elle admet aussi Tintégrale 


f. 


P» «sHs 




d!?i. 


Donc la solution générale du système proposé sera définie par 
la formule 


( 25 ) 



Uü étant déterminée par la condition de vérifier l’équation 

, ,, /o.(U2H,) d^V, , <)logR5 ^ „ . 

^ ^ Hi àpdpi dpi Op 

où Ra et Sa sont deux fonctions connues de p et de p^ . 


1045. La théorie complète des systèmes d’équations aux dé- 
rivées partielles précédents nous entraînerait trop loin. Nous 
nous contenterons de signaler rapidement le cas où la solution 
générale se présente sous la forme la plus simple et la plus utile 
pour les applications. 

Pour plus de netteté, et comme la méthode est la même dans 
tous les cas, nous supposerons le nombre des variables égal à 3. 

Supposons qu’on ait obtenu par un moyen quelconque un sys- 
tème d’équations aux dérivées partielles 


( 27 ) 


_ - «« = O 


(i jpé k)j 

= 0,1,2), 


pour lequel les conditions d’intégrabilité soient satisfaites et dont 
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on ait déterminé l’intégrale générale u. Considérons une expres- 
sion de la forme suivante 


Zi = A XL ~f~ Al “r — Aj 


(a8) 


B, 


du 




_u O- P 


dont nous déterminerons les coefficients parla condition que Z 
s’annule quand on y remplace l’intégrale générale u par des inté- 
grales particulières, linéairement indépendantes, du système pro- 
posé, en nombre égal à 

H- 71 + jo. 

Nous aurons l’équivalent des expressions (m, n) considérées 
au Chapitre VIII du Livre IV. La démonstration donnée au 
n° 399 montrera ici que Z est l’intégrale d’un système tout pareil 
au proposé (27). 

Il y a là, on le voit, un moyen très général de faire dériver de 
tout système que l’on sait intégrer une suite illimitée d’autres 
systèmes dont l’intégration se rattache à celle du premier. 

Supposons, par exemple, que le système proposé soit constitué 
par les trois équations 

U 

= O. 

d^i d^k 

En choisissant l’unité parmi les solutions particulières qui 
doivent annuler Z, on sera conduit à introduire le déterminant 
suivant : 



R 

K 

. . . R''»> 

Ri 

Ri 

... R',"’ 

Rj ... 

Rf 


r 

r' 

/•(w) 

77 

/•i 

... 

7^2 

H/» 

(29) A = 

s 

s' 








. . . 


VP 


ÇÇfUtl) 

VPl 


. . . 

PP»2 . 

«-'PI 


où 77, Xi, . . . , Wi sont des fonctions données de la variable p/ 
tandis que l’on désigne par R, R4, R2 fonctions arbitrai? es 
de la vadaLle de même indice. Ce déterminant A sera l’intégrale 
générale d’un système analogue au système (27). On peut d’ailleurs 
le démontrer directement en répétant le raisonnement du n“ 340. 
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Les équations aux dérivées partielles auxquelles satisfait A ad- 
mettent les solutions particulières 

dL dA 

dâ’ dRi' 


obtenues en donnant à l’une des fonctions arbitraires R, R^, R^ 
la valeur i , et aux deux autres la valeur zéro. On pourra donc, par 
exemple, par la substitution 


(3o) 




obtenir pour U un système d’équations aux dérivées partielles ne 
contenant plus la fonction U. 


1046. Parmi les cas particuliers les plus intéressants, on peut 
signaler les suivants : 

L’expression 


(3i) 


R 

(P-P1)(P~P2) 


I 5^ 

(Pi— P)(pi— Pa) (p2-p)(p2“ pi)’ 


où Ri dépend de la seule variable pi, est l’intégrale générale du 
système 


(32) 


/ ^ U _ du du 


(i, = O, I, 9.). 


Si l’on diflférentie ces équations m — i fois par rapport à p, 
rrii — I fois par rapport à p<, m 2 — i fois par rapporté p 2 , on verra 
que 

ç z= — 

dp'”2— 1 


est l’intégrale générale du système 


(33) 


(Pf— P*) 


d2(î 

dpi dp4. 


m 


àpi 


mi 


dç 


(i, k = o, 1, 2), 


dont nous allons dire quelques mots, en attribuant maintenant des 
valeurs quelconques aux coefficients ntj. 

D’abord le système admet, pour toutes les valeurs de h, la solu- 
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tion particulière 

(34) =(p A)-'”i(p2>î- 


et, sous ce point de vue, il se rattache au suivant 
à- U du du 


(35) 


(/•: — '>) 


dp; dp* dp* dp; 


(î, A' = 0, I, 2 ), 


OÙ ri dépend de la seule variable p/, et auquel se ramènent tous 
ceux pour lesquels il existe une infinité de solutions particu- 
lières formées du produit de trois fonctions qui dépendent, cha- 
cune, d’une seule des variables p, p,, pj. Ces solutions parti- 
culières ont d’ailleurs pour expression générale 


Ç^+ ÇJt-+ l'Jh. 

(36) U = J f'i+à J 

la constante h pouvant recevoir des valeurs quelconques. 

En second lieu, les substitutions définies plus haut (n® lOfâ) 
transforment le système (33) en un système analogue, oùl’un des 
coefficients est augmenté et un autre diminué d’une unité. Cette 
remarque facilite beaucoup l’intégration. 

Enfin ici encore on peut démontrer, en généralisant la remarque 
de M. Appell (n° 349), que si 

^ =/(p» Pu P 2 ) 


est une solution quelconque du système, on pourra en déduire la 
solution plus générale 


( C P -H ( C pi -4- d)-»h ( cpâ H- ^)-'«a/( — 

\cp - 


-b api-hb ap2- 
• d ^ cpi-4- cp 2 - 




a, &, c, d désignant des constantes quelconques. 


1047. Nous n’insisterons pas davantage sur la théorie analy- 
tique; les applications géométriques que nous allons étudier nous 
fourniront d’ailleurs les moyens d’obtenir un grand nombre de 
systèmes intégrables de la forme que nous étudions ici. 

D’après le théorème de Dupin, qui constitue certainement la 
propriété géométrique la plus importante des systèmes triples 
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orthogonaux, deux surfaces quelconques appartenant à deux 
familles différentes d’un système orthogonal se coupent suivant 
une ligne de courbure commune; de sorte que les courbes suivant 
lesquelles chaque surface est coupée par celles qui appartiennent 
à d’autres familles y forment un réseau conjugué. Proposons-nous,^ 
d’une manière générale, de trouver tous les systèmes de coor- 
données curvilignes pour lesquels les lignes d’intersection des 
surfaces appartenant à des familles différentes tracent sur chaque 
surface un réseau conjugué. Si nous désignons encore par p, p,, pj 
les paramètres des trois familles de surfaces qui composent le 
système cherché, les coordonnées cartésiennes z d’un 

point de l’espace, considérées comme fonctions de p, p^, p,, de- 
vront être des solutions particulières d’un système de la forme 
suivante 


( 37 ) 


d^i ù^k àp/c dp/c ' \ i^k / 


et cette condition, qui est nécessaire, sera d’ailleurs suffisante. 

Or, pour qu’un système de Informe précédente puisse admettre 
trois solutions y, z linéairement indépendantes, il faut né- 
cessairement qu’il soit réductible à la forme déjà indiquée 

i dH/ àii dll^. du _ 

àpiàpk H/ 'â^c dp/ H/c dp/ dp/c 

OÙ les fonctions H, Hi , H.> vérifieront les conditions d’intégrabilité 
(4) ou (8).^ 

Ces systèmes particuliers^ formés de surfaces se coupant sui- 
vant des lignes conjuguées, ont des propriétés géométriques qui 
les distinguent de tous les autres systèmes de coordonnées cur- 
vilignes et dont nous allons dire quelques mots. 

Étant donné un système de coordonnées curvilignes, défini par 
trois familles de surfaces, cherchons s’il en existe un autre, tel que 
les surfaces coordonnées se correspondent mutuellement dans 
les deux systèmes et qu’elles aient, de plus, leurs plans tangents 
parallèles aux points correspondants. En d’autres termes, æ;, y, z 
étant les fonctions de p, p^, p^ qui définissent le premier système 
de coordonnées curvilignes, cherchons si l’on peut déterminer 



283 


GÉNÉRALISATIONS DIVERSES. 

trois fonctions X, , X 2 telles que les expressions 

^ dx J ^ dx y - dx 
^ C?P2, 

soient des différentielles exactes dûSi^ dz^. S’il en est ainsi, 
considérées comme fonctions de p, pi, p2, définiront 
bien un système de coordonnées curvilignes jouissant de la pro- 
priété indiquée. Or les conditions d’intégrabilité des équations 
précédentes montrent immédiatement que x. y, z doivent être 
des solutions particulières d’un système d’équations aux dérivées 
partielles de la forme (3y), ce qui permet d’énoncer la propo- 
sition suivante : 

Pour que deux systèmes de coordonnées curçilignes puissent 
se correspondre de telle manière que chaque surface du pre- 
mier système corresponde à une surface du second et qiCaux 
points correspondants les plans tangents aux trois suif aces 
homologues aient la même direction dans les deux systèmes, il 
est nécessaire que les surfaces de chaque système se coupent 
mutuellement suivant des familles de lignes foi'mant sur cha- 
cune déciles un réseau conjugué (^). 


1048. Du reste cette condition, qui est nécessaire, est aussi suf- 
fisante, On le reconnaît aisément en effectuant la transformation' 
suivante. Etant donnée une solution quelconque u du système (38), 
introduisons les trois quantités U/ définies par la formule 


(39) 


du 

dpi 


= H, U/, 


(*) Cette proposition résulte aussi de considérations géométriques très simples. 
Soient, en effet, M, M' les points correspondants dans les deux systèmes. Si Ton 
attribue à p une valeur déterminée, ces points décrivent deux surfaces dont les 
plans tangents sont parallèles. Sur ces surfaces, les courbes de paramètres p, et 
p, ont leurs tangentes parallèles 5 donc elles forment un système conjugué. 
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le système (38) pourra être remplacé par les six équations sui- 
vantes 

(4o) = P/aUæ 

les piA étant les quantités déjà introduites et définies par la for- 
mule 

T àlîk 
(40 

On a vu qu’elles satisfont aux équations comprises dans la for- 
mule unique (ii), que l’on retrouverait ici en écrivant les condi- 
tions d’intégrabilité du système ( 4 o). 

D’après cela, aux coordonnées ûs, z, solutions particulières 
du système (38), correspondent, par les formules ( 89 ), des quantités 
X/, Y/, Tji telles que l’on ait 

I dx = HX dé^ ■+• Hj[Xi d^i -h H2X2 <^p2j 
dy = HY <^p H- Hi Yi dpi -h H2Y2 <^p 2 , 
dz = HZ dp *4- HiZi dpi h~ H2Z2 dp*i> 


Or, si l’on peut, en changeant les valeurs des fonctions H, , H 2 , 
conserver les mêmes valeurs aux fonctions P/a, qui figurent seules 
dans le système ( 4 o)} est clair que, dans les formules précé- 
dentes, on pourra conserver les neuf quantités X^-, Y/, Z/ avec 
d'autres expressions de H, H^, H 25 ce qui donnera de nouvelles 
fonctions z\ définies par des formules telles que les suivantes 

l dx'=WXdp^lV^Xidpi-+^E'^X^dp^, 

(43) I dy=WYdp-^ll\Yidpi^E^^Y.^dp^, 

I dz' = H' Z dp -H H 2 Zj dpi H— H^ Zo dp^j 

et qui détermineront évidemment un nouveau système de coor- 
données curvilignes satisfaisant à la condition demandée. 

Tout se réduit donc à faire voir qu’il y a une infinité de systèmes 
de valeurs des Ht satisfaisant aux équations ( 40 » consi- 

dérera les PiVt comme des fonctions données et connues. Or on 
reconnaît très aisément que ce système admet des intégrales con- 
tenant trois fonctions arbitraires d’une variable. Au reste, on peut 
établir ce résultat en le ramenant, d’une infinité de manières, à 
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la forme étudiée dans ce Chapitre. Car si Ton désigne par U, 

U 2 un système quelconque de solutions des équations (4o), on 
reconnaîtra aisément que l’on a le droit, en introduisant une fonc- 
tion auxiliaire 9, de poser 


(44) 


H,U,= 


É1 


et alors la fonction 9 à laquelle se trouve ainsi ramenée la déter- 
mination des H/ devra satisfaire aux trois équations 

I ôVa àb I àd 

^ ^pi U/, âpt âpjt Ui àpjt àpf ““ 

pour lesquelles les conditions d’intégrabilité seront vérifiées. 

En résumé, on peut énoncer la proposition suivante : 


Toutes les fois que Von aura des fonctions ^ik satisfaisant 
aux équations (i i), V intégration des systèmes (4o) et (4i), si 
elle est possible^ donnera^ avec douze fonctions arbitraires 
d'une variable, des systèmes de cooî'données curvilignes à 
lignes conjuguées. 

Si trois familles de surfaces se coupent suivant des lignes 
conjuguées, il existe d^ autres systèmes de coordonnées curvi- 
lignes,, dépendant de trois fonctions arbitraires d^une seule 
variable, correspondant point par point, suif ace par surface, 
au système proposé et tels qiûaux points correspondants les 
plans tangents aux surfaces correspondantes soient parallèles. 


1049. On peut signaler encore d’autres propriétés géomé- 
triques se rapportant aux systèmes à lignes conjuguées. Associons 
au système proposé celui qui est défini par les fonctions x^,y^, 
satisfaisant aux trois équations 


(46) 


dx 


dy 


dz 


¥ 

H" ri 

¥ 

-1- 

¥ ' 

“ àp' 

dx 


dy 


dz 


<)pi 

+ri 

Wi 

-f- 


__ 

' dpi 

dx 


dy 


dz 

__ d^' 

5^ 

-i-ri 

ifi 

-h -Si 

3^ ■ 

^ àpi 


où 9 est une solution quelconque des équations (38). Si l’on tient 
compte de ces équations, on verra aisément que l’on peut déduire, 
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parla différentiation des formules précédentes, toutes les relations 
comprises dans la formule suivante 


(47) 


^^4-^ — =,0 

àpi àp/c dpi dpjc dpi dpic 


Ces relations expriment évidemment qu’aux points correspondants 
des deux systèmes les plans tangents aux surfaces coordonnées 
forment deux trièdres supplémentaii’es. Comme, en faisant varier 
la fonction 0, on obtient une infinité de systèmes z^) pour 

lesquels les plans tangents sont toujours parallèles en vertu même 
de la propriété précédente, on voit que, dans chacun de ces nou- 
veaux systèmes (^(j l^s surfaces coordonnées se coupent 

aussi suivant des lignes conjuguées. 

Chacune des équations ( 46 ) représente le plan tangent à l’une 
des trois surfaces coordonnées, comme on s’en assure aisément en 
cherchant l’enveloppe de ce plan. 


1050. On peut démontrer que les systèmes définis par les 
équations (46) sont les plus généraux parmi ceux qui corres- 
pondent au système proposé de la manière indiquée; c’est-à-dire 
de telle manière que toutes les équations ( 47 ) soient vérifiées. 
En effet, s’il en est ainsi, les plans tangents aux surfaces qui 
composent le système cherché seront évidemment définis par trois 
équations telles que les suivantes 


(48) 


c?p dp • dp 

dpi dpi dpi 


. dx 
^ dp% 


• yÿl + z^ 

c>P2 dp^ 


X 2 . 


Si l’on différentie la première équation par rapport à p^, on sera 
conduit, en tenant compte des équations (38) et (48), à l’identité 

- J, ËL i 

dpi ~ Hi dp ‘■'“H dpi’ 


qui, jointe aux identités analogues, nous donne 


dl dXj 




dX dX; 
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On peut donc prendre pour \ X,, X, les dérivées d’une même 
fonction 9; et cette fonction devra satisfaire aux équations (38). 
On retrouve donc bien les formules (46). 

1051. Ces nouveaux systèmes donnent naissance à une équa- 
tion identique de la forme suivante : 

(49) dXi -h dyi Zy dz, == k dp Sp h- B dp^ Sp^ G dp. ap^. 

Le plan défini par l’équation 

(50) Yj-f-Z.3 = 6, 

où X, Y, Z désignent des coordonnées courantes, donne lieu aux 
propriétés suivantes. 

Suivant qu’on j fait varier etpo, oup etp 2 , ou encore o et 
il enveloppe trois surfaces différentes et a, par suite, trois points 
de contact distincts. Pour chacun de ces points de contact, on 
connaît deux tangentes conjuguées de la surface correspondante : 
ce sont les droites qui le joignent aux deux autres points de con- 
tact. Les trois côtés du triangle formé par les points de contact 
sont dans les plans tangents aux trois surfaces coordonnées du 
système Si, donc, on prend le pôle du plan précédent 

relativement à une quadrique quelconque, on obtient un nouveau 
système de coordonnées curvilignes à lignes conjuguées. 

1052. Ajoutons que les systèmes à lignes conjuguées permettent 
d’interpréter très simplement les six substitutions définies au 
n° 1042. Si l’on considère au point M(^, y,z) la tangente à la 
courbe d’intersection de deux surfaces coordonnées, par exemple 
de celles de paramètres p^ etpo, cette droite engendre trois con- 
gruences différentes suivant que l’on fait varier p^ et po, ou p et po, 
ou p^ et p. 

Ces trois congruences ne donnent sur la droite que trois points 
focaux. Par exemple, si l’on fait varier p et po, c’est-à-dire si la 
droite se déplace en restant tangente à la surface (p^), les points 
focaux sont le point M et un autre point Mo. Si la droite demeure 
tangente à la surface (p 2 )î les points focaux sont M et un autre 
point M^ ; mais alors, si le point de contact de la droite décrit la 
surface (p), les points focaux sont M| et M 2 . Les formules par 
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lesquelles on passe de M aux points Mg correspondent préci- 
sément à deux des substitutions du n® 1042. D’ailleurs, la relation 
établie ainsi entre M et M^, ou entre M et Mo, fait déidver du 
système proposé un autre système à lignes conjuguées correspon- 
dant, point par point, surface par surface, au système donné. 


10S3. On pourrait ici étudier, en suivant les méthodes analy- 
tiques du Livre IV, et plus particulièrement du Chapitre VIII, 
les relations que présentent tous les systèmes d’équations aux dé- 
rivées partielles analogues au système (5) et relatifs aux différents 
systèmes de coordonnées curvilignes qui sont rattachés les uns 
aux autres par les propositions géométriques précédentes. 

Nous réserverons cette discussion pour le cas, plus important 
et plus simple, où les systèmes deviennent orthogonaux. 

Ici les deux séries de systèmes dérivés considérées aux n"® 1017, 
1049 se ramènent à une seule et l’on peut évidemment énoncer la 
proposition suivante : 


Étant donné un système triple orthogonal, pour obtenir tout 
autre système triple admettant la même représentation sphé- 
rique, dest-à-dire tel que les surfaces coordonnées se corres- 
pondent une à une dans les deux systèmes et qiéaux points 
correspondants les plans tangents aux surfaces homologues 
soient parallèles, il faudra former le système des trois équa- 
tions linéaires de la forme (38) auxquelles satisfont les coor- 
données x^ J, Z considérées comme fonctions de p^, p 2 . Si û* 
désigne la solution la plus générale de ce système, les équa- 
tions 


(5i) 


àx ày 

^1 y4 

dp 




dx 


ày 


àz 


àp, dpt 3pi 

âx ày àz 

àpi -^^âpi 'àps 


àü 
àp ’ 


dpi 


définiront le système cherché. 

Le système primitif correspond au cas où l’on prend pour û la 
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2 

qui, nous l’avons vu (n°® 147, 148), vériEe, dans ce cas et dans 
ce cas seulement^ les trois équations (38). 


10S4. On peut encore établir comme il suit la proposition pré- 
cédente. 

Reprenons les quantités déjà introduites 


où U désigne, conformément à la notation de Lamé, une quel- 
conque des coordonnées so, y, z. Les neuf quantités ainsi définies 
sont évidemment les cosinus directeurs des normales aux surfaces 
qui composent le système orthogonal; par exemple, Xf, Y/, Z/ dé- 
finissent la direction de la normale à la surface de paramètre pj. 
Par suite, dans le cas spécial que nous envisageons, il faut intro- 
duire la relation nouvelle 


(53) U2h-UÎ-hU| = i, 

entre les trois cosinus, ce qui va nous conduire à de nouvelles re- 
lations différentielles, venant s’ajouter aux suivantes 

(54) § = 

déjà établies plus haut (n° 1048). Si l’on différentie, en effet, la 
relation (53) en tenant compte de celles que nous venons de rap- 
peler, on sera conduit à une relation du type suivant 

(55) ^ 

opi 

Ces nouvelles relations donnent naissance elles-mêmes à de 
nouvelles conditions d’intégrabilité ; et, en égalant les deux valeurs 
de que l’on peut déduire des formules (54) et (55), on est 

conduit à trois relations différentielles 


D. - IV. 


19 
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qui viennent s’ajouter aux suivantes 

(57) ^ = 
déjà démontrées plus haut. 

Gela posé, on peut reprendre la démonstration du n® 1048. 
conservant tous les U/, on calcule de nouvelles quantités H/ s; 
faisant aux équations 

(58) ^-=11, pu- (M/c), 

on obtiendra de nouveaux systèmes triples orthogonaux æ 
même représentation sphérique que le système proposé (^). 


108S. Revenons à notre première démonstration. On peu 
déduire très simplement les formules propres à définir le nou> 
système orthogonal. Si l’on introduit, en effet, les nolationi 
Lamé déjà employées (n*^ 672) pour des invariants analogues 
l’on pose 


(59) 



i(ü.«i) - dp dp HJ dp, dp, HJ d^ dpa’ 


les relations entre les neuf cosinus X,-, Y,-, Z; nous permetten 
résoudre très simplement les équations (5i) et nous donnent 

(60) a7, = A(a?, ü), /i = ■2'(7, ^^ ), -i==i(-, ü), 

(61) a7j+7j+3? = AQ. 


(*) C’est M. E. Combescure qui, dans un Mémoire Sur les déterminants j 
tionnels et les coordonnées curvilignes, présenté en i864 à l’Académie 
Sciences et inséré en 1867 au tome IV (i” série) des Annales de VÉcole 
male supérieure, a fait le premier la remarque que l’on peut toujours assoc 
un système triple orthogonal d’autres systèmes ayant, aux points correspond 
leurs plans tangents parallèles. On pourra consulter le § VIII de ce Mémoi 
aussi une Note de l’auteiu*, insérée en 1868 au tome LXVH, p. iiot, des Corn 
rendus. 
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(62) 



dxi 

dpi 

dpt 

àpi 



àx 


ôz 

~ 


dpi 

dpt 

dpi 


à la suivante 



dxi 

c 


I 

CI 

àpi 

_ k 

^ ‘S?? 

0 , 

dpi 

àx 

4 

^ àx 


àx 

àpi 

V 

r‘îi, 



Ea tenant compte de l’une des équations ( 01 ), on obtient la 
formule 

dxi _ I àx dpi 
dpi a dpi du 
dpt 


(63) 


Si donc on pose 

(64) dxl + dyl- 
on aura 

(65) 


■ dzl = H'2 dpi + H'j2 dpi + H', s dpi. 


d\Q 


de sorte que le second système sera aussi complètement connu 
que le premier. 

10S6. Pour indiquer au moins une application, supposons le 
système primitif déterminé par les formules 


X 

P 


Z 

pi 


P2 


■P?- 


■pr 


qui définissent une inversion. Les trois familles de surfaces coor- 
données sont formées de sphères qui passent par l’origine et sont 
tangentes à l’un des plans coordonnés. 

Le système (38) prend ici la forme 




^M(p^+PÎ + p|) = o (i^k). 
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Son intégrale générale est évidente; elle est déterminée p 
Téquation 

Zif P^H- pj "i” p|) = R H- Rj H- R2, 


où Ri dépend de la seule variable p/. Les formules ( 60 ) no 
donnent alors 


( 66 ) 


571 = 2 P 

yi = ^?i 
zi= ap2 


R — P R^- 1 - Ri — Pi R| H- R2 — P2 R2 

P^T7|T7| 

R — P R^h- Ri — Pi Rj “h Ro — p 2 R2 
p-”Hpf H-p^ 

R — P R^- 1 - Ri — Pi R^i - 4 - R2 — P2 R2 

9^-^91'^PÎ 


+ R', 

HhR;, 

-hR;. 


On aura de même 


( 67 ) 


TT/ _R-~pR'-i-Rl — piR'iH- Ro— P2R2 . r>'/ 
Hi = a ^-R^ 


Les surfaces coordonnées du nouveau système ont toutes leu 
lignes de courbure planes. Elles appartiennent à la classe défir 
parles équations ( 12 ) du n^ 104. 


1057. Revenons au cas général. Nous avons déjà remarqué qi 
les équations (38) auxquelles doit satisfaire la fonction Q doive 
admettre la solution particulière D’après cela, 

suffit de répéter le raisonnement fait au n° 146 pour reconnaît 
que, si Ton effectue la substitution 

les trois nouvelles équations en seront celles auxquelles sati 
feront les coordonnées y', relatives au système orthogor 
qui se déduit du premier par une inversion dont le pôle (. 
l’origine des coordonnées. En rapprochant ce résultat de tout 
qui précède, on peut conclure la proposition suivante : 

Lorsqu! on sait déterminer tous les systèmes triples adme 
tant la même représentation sphérique qu^un système orth 
gonal donné, on sait résoudre le même problème pour to 
les systèmes orthogonaux qui en dérivent par inversion; 
cela sans aucune intégration. 



GÉNÉRALISATIONS DIVERSES. 9.g3 

Plus cxRCtcniGiit, d ch(xcji^u6 solution du promicr prohlènio 
correspond une solution du second et vice versa. 

Ce résultat, (juipeut etre considéré comme la généralisation des 
propositions que nous avons données dans les Chapitres précé- 
dents, relativement à la représentation sphérique des surfaces, va 
nous permettre d’étendre beaucoup les applications de la mé- 
thode. 

Considérons, en effet, un système orthogonal (S), défini par les 
fonctions y, z, et supposons qu’on sache intégrer les équa- 
tions (38) relatives à ce système. Si désigne une solution quel- 
conque de ce système, les formules 

S dx 


définiront des fonctions qui feront connaître un nou- 

veau système orthogonal (S^) dérivé du premier. Or, il est évident 
géométriquement que les systèmes orthogonaux ayant même re- 
présentation sphérique que (S^) ont aussi même représentation 
sphérique que (S). Donc, on saura résoudre les équations (38) 
relatives au système (S^) comme on sait les résoudre pour le 
système (S). C’est d’ailleurs ce que confirme la remarque analy- 
tique suivante. 

D’après les formules (6o) et (63) on a, par exemple, 



I 


àpi 

dQi 

dpi 


dpij 


et les formules analogues pour yi et pour 5, . Or x^ y, z sont des 
solutions particulières du système (38) relatif à (S); eiXi, y{, z^ 
sont des solutions du système analogue relatif à (S^ ). On est donc 
conduit à conclure que si Q est une solution quelconque des équa- 
tions relatives au système (S), il existera une fonction Q' définie 
par la formule 

d AÛi 
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et, de plus, cette fonction Q' sera la solution la plus général 
système (38) relatif à ( Si ). Aucun calcul n’est nécessaire pou 
rifier cette conclusion. Il suffit, en effet, de remarquer qu( 
conditions d’intégrabilité de Q', les équations du second c 
auxquelles elle doit satisfaire, étant vérifiées quand on rempls 
par y ou doivent l’être identiquement, sous la seule rés 
que ù satisfasse aux mêmes équations (38) que ces solutions 
ticulières x, 

Ces points étant admis, on reconnaît immédiatement la pi 
bilité, dès qu’on sait intégrer le système (38) relatif à un sysi 
orthogonal (S), d'' obtenir une suite illimitée de systèmes tn 
orthogonaux contenant un nombre de plus en plus gran^ 
fonctions arbitraires. Il suffira de passer de (S) à un système 
admettant la même représentation sphérique, puis de pre: 
l’inverse (S'J de (S^) et de recommencer sur (S') les mé 
opérations que sur (S). Ces opérations introduiront seulement 
quadratures analogues à celle qui est définie par la formule ( 
quadratures qui s’effectuent d’ailleurs complètement quam 
système initial est complètement intégrable. 

1088. Pour compléter et faciliter les applications de la 
thode, nous indiquerons comment on passe d’un système on 
gonal(S) à un système inverse (S^) par rapport à l’origine 
coordonnées. 

Soit, pour abréger, 

(70) (T = 0724-^2 -f. ;;2. 

Si O estime solution du système (38) relatif à (S), ~ sera la 

lution correspondante du même système relatif à (S'). D’a 
part, si l’on désigne par A' le A relatif à (S') on a, comme on 1 
en prenant le module de l’inversion égal à l’unité, 

A'(0) = a2 A(0}. 

Donc les formules qui définissent les fonctions x \ , y \ , z\ r 
tives au système (S' ) dérivé de (S') par l’emploi de la solutioï 



agS 
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formules qui se déduisent des équations (6o), seront 



En appliquant les règles données au n° 679 relativement au 
symbole opératoire A et tenant compte des formules données plus 
haut, on trouvera 

I Q, ^ 

x\ — (Û— — — 

5' = ;;i 4- ^ (Û — xxy — 77 i — zz{), 

étant les coordonnées définies par les formules (60) et 
relatives au système (S^) dérivé de (S) par l’emploi de la solu- 
tion Û. 

1089 . Supposons, par exemple, que le système (S) soit celui 
qui correspond aux coordonnées polaires ayant pour origine le 
point (A, /r, l) et qui est défini par les formules 

/ a? = /i H- P sînpi GOSp2, 

(73) ] 7 = /c-hpsinpi sinps, 

[ Z = l COSpi. 

Les équations en æ, admettront la solution générale 

(74) = R 4 “ R-i P "+■ R2 P sin piï 

où Ri dépend de la seule variable p/; et les formules (60), (72) fe- 
ront alors connaître, avec les trois fonctions arbitraires R, R^, R2, 
nn système orthogonal admettant même représentation sphérique 
que le système inverse de (S), c’est-à-dire composé de trois 
familles de surfaces à lignes de courbure planes dans les deux 
systèmes. Elles appartiennent cette fois à la classe de celles qui 
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sont les plus générales et qui ont été déterminées par les équa- 
tions (i i) du n® 104. 

On pourra poursuivre l’application de la méthode et introduire 
autant de fonctions arbitraires qu’on le voudra, sans aucun signe 
d’intégration. 

1060. Pour obtenir des applications très générales, nous choi- 
sirons la série admettant comme système initial (S) celui qui a 
été déjà déterminé plus haut (n®971) et pour lequel les lignes 
d’intersection des surfaces de paramètres p et p^, par exemple, 
sont des courbes planes (K). On peut d’ailleurs le retrouver, 
comme nous l’avons indiqué (note du n*^ 972), par la méthode 
suivante : 

Si nous construisons les cercles oscillateurs (G) aux différentes 
lignes (K), au point où elles sont coupées par une surface déter- 
minée de paramètre p 2 , tous les cercles (G) forment un système cy- 
clique, d’après la proposition de Ribaucour (n® 972). Nous avons 
donc deux systèmes orthogonaux : (S) et le système cyclique. 
Faisons correspondre à chaque courbe (K) le cercle (G) de son 
plan; il est clair que les surfaces de paramètres p et pi se corres- 
pondront dans les deux systèmes. Mais si, de plus, on associe à 
chaque point M de (K) le point Mi de (G) où la tangente est pa- 
rallèle à celle de (K), les surfaces de paramètres p et p^ se corres- 
pondront par plans tangents parallèles dans les deux systèmes 
orthogonaux; et, comme ce sont leurs lignes de courbure qui 
forment le système conjugué commun, on voit que les surfaces de 
paramètre p 2 se correspondront aussi dans les deux systèmes 
orthogonaux : par suite, ces deux systèmes auront la même re- 
présentation sphérique dans le sens précis défini pins haut. On 
obtiendra donc les systèmes (S) en cherchant tous ceux qui 
admettent même représentation sphérique que le système cy- 
clique le plus général. 

Or nous avons donné au Livre IV, Gh. XV, toutes les formules 
nécessaires, relatives au système cyclique (Gq) formé de cercles 
normaux à une surface quelconque (A). Gonservons toutes les 
notations adoptées : z désignant les coordonnées d’un point 

de la surface (A) (n® 481); c, c\ les cosinus directeurs de la 
normale à la surface en ce point; X, Y, Z les coordonnées du 
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point du cercle (C) dans le système cyclique; X et jj. deux fonc- 
tions de P et ot vérifiant le système ( 54 ) [II, p. SSg], on aura, 
d’après les équations ( 66 ) [II, p. 342] 


(75) 


« _ I ^ 
âp ” 6 



de sorte que, pour former les équations aux dérivées partielles de 
la forme ( 38 ) dont X, Y, Z sont des solutions particulières, il 
suffira d’employer ces deux formules et d’en éliminer œ et c, en 
tenant compte uniquement de ce fait que æ et c sont des solutions 
particulières du système ( 54 ) [H, p. SSg], solutions qui ne dé- 
pendent pas de p2- On déduit de là qu’il est inutile de former ces 
équations aux dérivées partielles et que l’on aura immédiatement 
leur intégrale générale en cherchant la fonction Q qui satisfait 
aux deux équations du premier ordre 



_ I (50 

^pi ” 6 5 ^ 


û — Xq -t“ X 


dpi 

~d£ 
àpi - 


OÙ 'ko J p-o sont les fonctions les plus générales de p et de pi satis- 
faisant aux équations ( 54 ), que nous reproduisons ici, 


(77) 


^Xo 



à'>^o R à\Lo _ 
àpi 


O. 


Par exemple, en adoptant les solutions suivantes 


Xq = Xq — 




N = = ca? H- c'y + 


on trouverait que l’on peut prendre pour ü la valeur 

X2-f-Y2-hZ2 


Nous ferons usage de cette remarque. 

L’intégration des deux équations simultanées (76) se fait à vue 5 



agS 

elle nous donne 
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= =/(ps)+ 


Xo-X-^ 


pp' 


Après quelques transformations simples et en tenant compte de 
la formule (65) [II, p. 34^], on peut écrire 


(78) Si = [p2 f^o~^/(p2)]9 •+" Q 


^Pi 




en posant, pour abréger, 
( 79 ) 4K=[A2-h 


Les formules qui déterminent alors le système cherché sont les 
suivantes 


X-^r 


+ |=£2_Xo-hX4^ 


âp J dp 

de \ djJtp 

^ \=£î_Xo+X-^, 


X-a;+ X ^ j= £î - Xo+ X 

\ ^Pi / àpi 

Q a?! (^X — a? H — — ') = £2 — Xp 4- X ■ • -■ -P—^ . 


Ce système (S^ ), défini par les fonctions Xi , , est le plus 

général de ceux qui correspondent par plans tangents parallèles 
au système cyclique donné (Co). Mais, si l’on veut se borner à 
obtenir le système le plus général à lignes de courbure planes 
dans un système, il résulte du raisonnement qui a été notre point 
de départ qu’au lieu de garder le système (S<), on peut se conr 
tenter de déterminer le système particulier (Sq) pour lequel les 
lignes de courbure planes (K) sont dans les plans des cercles (C) 
correspondants. 

Or on obtient ici le plan de chaque ligne (K) en retranchant 
membre à membre les deux premières équations (8o); car cette 
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opération élimine po. On trouve ainsi l’équation 

In ^0 

iL _i?L <^p> . 

O \ ^ ^ ^ ^ ’ 

\ / àp dpi 

et il n’y a plus qu’à exprimer que cette équation définit le plan 
du cercle (G), c’est-à-dire qu’elle est vérifiée quand on y rem- 
place Si par æ, y, z. On trouve ainsi la condition 

_ c"^)- g car - c>- = O, 

qui nous donnerait, d’une manière générale, 

f^û = CiT -H C> 4- 0*^.3 H- G (JL + Cl, 

C et Cl désignant deux constantes quelconques. En se repor- 
tant, par exemple, à l’expression de Q qui précède la formule (78), 
on reconnaîtra qu’on peut réduire ces constantes à zéro sans di- 
minuer la généralité, et prendre simplement 

<8 j) (JLo = (J.'o = -+- dy -H d'z, Xq = X'q = 


(jLo = (j-o = -+- dy -H d'z. 


Dans ce cas, l’intégrale qui figure dans l’expression de ù dispa- 
raît et l’on peut prendre » 


(82) 


X2-4-Y2H-Z2 ^ 

ûo= H oyo(p2) 


= 0[/o(P2) — ^ + H-P'oH-Po?2]-I-^'o+^ 

Les formules (80) nous donnent donc, pour le système (S(), les 
équations suivantes : 

/ ' 

^(a?o— a?)| X — an- X = 6[/o(pî) — X]. 


(83) 


§(a;o-a;)( X j= e[/o(p2)-X], 


ÜÜ / 

dpi/ 

X 





3oo 
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OÙ tout est connu et où Ton a remplacé, pour plus de netteté dans 
la suite du raisonnement, par Jo, 

On aurait pu aussi garder les formules générales (8o), en snp- 
posant que la surface (A) se réduise à une sphère. 

1061 . Si Ton veut appliquer la méthode de récurrence indiquée 
plus haut au système (So) que nous venons de déterminer, il 
faudra prendre d^ abord l’inverse de ce système, ce qui donnera 
un système (S'^) pour lequel les lignes d’intersection des surfaces 
de paramètres p, p^ seront sphériques: mais les sphères contenant 
ces lignes passeront par un point fixe. On déterminera ensuite 
tous les systèmes ayant même représentation sphérique que (S'J. 
Nous allons établir d’abord que, parmi ces nouveaux systèmes, se 
trouvent tous ceux pour lesquels les surfaces appartenant à deux 
familles déterminées se coupent suivant des courbes sphériques. 
En d’autres termes, sur les trois familles de courbes d’intersec- 
tion du système orthogonal, une seule sera assujettie à être sphé- 
rique. 

Pour établir ce résultat, nous remarquerons qu’on exprime la 
propriété cherchée en écrivant que les coordonnées y, z du 
système orthogonal vérifient une équation de la forme suivante : 

(84) g(ar-a)= = (a?-a)2H-{^-p)=+(5-Y)2 = rS, 

OÙ a, p, y, r sont des fonctions des seules variables p et pi. Pour 
abréger, nous écrirons aussi, sans les déduire de la précédente, 
les équations 

i ' §(*-a)Xj = o, 
g (a? — a)Xi = «, 

§(a.-«)X =a, 

OÙ M et P sont encore des fonctions de p et de p^ assujetties à vé- 
rifier la relation 

( 86 ) 

la première est évidente, les deux autres expriment que les sur- 
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faces de paramétrés et p coupent la sphère contenant la ligne 

de courbure commune sous des angles dont les cosinus - et - ne 

r r 

dépendent pas de po. 

Différentions la seconde formule ( 85 ) par rapport à o. On 
trouve, en tenant compte des formules ( 54 ), la relation 


à laquelle on peut joindre la suivante 

dcL 
dpi 


Sx;|^ + p.,.=^ 


dp/ 


(87) 

dp 

dp. 


[ A 



dp'“" 

dp 

(88) 

I ^ = Al Uf 

P. = B,U 


\ àpi 

à?i 


obtenue en échangeant les indices o et i. Si Ton pose 
du dp 

= Uî 

^ = Gp, 

dp 

S- = C,u, 

dpi 

ces deux relations deviendront 

(89) ^AXi=pio — Si, ^AiX = Poi — £• 

En différentiant les deux membres par rapport à p2 et rempla- 
çant toujours les dérivées de X, X^ par leurs valeurs, on en dé- 
duit les deux suivantes 


(90) 


gAX2 = p2o, §AiX, = Pn. 


Continuons encore et différentions la première de ces relations 
par rapport à pi . Il viendra 




10) 


on, en remplaçant ^ AXj par sa valeur (89), 

S^X2 = s,Pî, = £,§A,Xs. 
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Si les coefficients de X», Yo, Za n’étaient pas égaux dans 
deux membres, l’équation précédente exprimerait que, j 
chaque ligne de courbure sphérique, la tangente est parallè 
un plan déterminé; c’est-à-dire que cette ligne se réduit à 
cercle. C’est une hypothèse que nous pouvons écarter, et il 
par suite, permis d’écrire les trois relations 

(90 


auxquelles on devra joindre les suivantes 


( 92 ) 


(9 Al 

~df 


£ A, 


dBi 

dp 


sB, 


dp 




que Ton en déduit en permutant p et pi. 

Pour obtenir toutes les relations qui nous seront nëcessai 
nous n’avons plus qu’à ajouter les deux équations (89), après a' 
différentié la première par rapport à p^ et la seconde par rapj 
à p, ce qui, en tenant compte de la formule ( 56 ) et des relati 
(91), (92), nous donnera 


àz dzi 

dp (^pi 


s AX s A. X + s AX, s A, X, s s 


OU encore 

(93 } AAi" 4 “BBiH-GGi = -j- -H * 

^ dp dpi 


1062 . Toutes les relations (89) à (93) auxquelles nous av 
été conduits se rapportent à la représentation sphérique des s 
tèmes orthogonaux cherchés. En ies combinant et les différ 
tiant, on en déduirait d’autres ; on pourrait même supposer qu’e 
conduisent à de nouvelles relations entre les A et les e. Leur 
tégration est loin de paraître facile; mais il est inutile de l’ent 
prendre. Il nous suffît de savoir qu’il existe des systèmes 
thogonaux à lignes de courbure sphériques dans un système 
que nous avons entièrement éliminé des relations fînales les fo 
tions a, [ 3 , y, v] àt sorte que, lorsqu’on aura un système de 
leurs pour les huit fonctions de p et de p4, A, A^, ..., e, tou 
les fonctions a, p, y, u et ç qui satisferont aux équations (87), (1 
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conviendront à des systèmes orthogonaux admettant une famille 
de lignes de courbure sphériques. Comme les conditions d’inté- 
grabilité sont remplies pour les équations ( 88 ) en vertu des 
relations ( 87 ) et (gi), on voit que les fonctions u et se déter> 
mineront par l’intégration des deux équations ( 87 ); puis les coor- 
données a, p, Y du centre de la sphère contenant la ligne de cour- 
bure sphérique seront données par les quadratures suivantes 

( a= / dp -h kiU dpi^ 

1 V 

(94) i 

I Y = G P dp 4 - Cl M dpi . 

Ainsi : 

Toutes Les fois qiCil existe un système orthogonal à lignes 
de courbure sphériques dans un système, il y a une infinité de 
systèmes analogues dépendant de deux fonctions arbitraires 
dhtne variable et admettant la même représentation sphé- 
rique que le système proposé. 

1063 . Nous allons compléter cette proposition en montrant que, 
parmi ces systèmes associés au premier, il en existe pour lesquels 
les sphères qui contiennent les lignes de courbure passent par un 
point fixe et qui, par suite, peuvent être considérés comme les 
inverses de ceux que nous avons déterminés plus haut (n° 971). 

Pour cela, il faut montrer que l’on peut satisfaire à la fois aux 
équations ( 87 ), ( 94 ) ^ relation 

(95) «24- P^4- y’— = O, 

par laquelle on exprime que la sphère contenant la ligne de cour- 
bure passe par l’origine des coordonnées. 

Si l’on différentie l’équation précédente par rapport à p et à , 
on obtient les deux relations 

z^si4- ^ = Aa 4- Bp -H GYî 
dp 

vz 4- = Aia4-BiP4-GiY- 

dpi 


(96) 



LIVRE VIII. — * CHAPITRE XH. 


3o4 

Mais si Ton différentie la première de ces équations par rap- 
port à pn ou la seconde par rapport à p, on n’obtient pas d’équa- 
tion nouvelle, en vertu de la formule (gS). Gela suffit à montrer 
qu’il y aura des solutions communes aux équations ( 87 ), (gS) et 
(g 6 ). Au reste, voici comment on pourra les obtenir. La difTéren- 
tiation des équations (g 6 ) donnera les deux équations 


(97) 


dp 

àpi 




àp 

( du 

PS 

\ àpi 


) = (Aj-1- ^ -^a. 


En éliminant a, y entre les cinq équations (g5), (g 6 ), (g 7 ), 
on aura deux équations du second ordre en u et p, qui, jointes 
aux précédentes ( 87 ), formeront un système complet. 


1064. Il est ainsi établi que tout système orthogonal à lignes 
de courbure sphériques a même représentation sphérique qu’un 
système analogue, pour lequel les sphères contenant les lignes de 
courbure passent par un point fixe, et qu’il pourra, par suite, être 
obtenu par l’application de notre méthode générale de dérivation 
aux systèmes orthogonaux, déterminés plus haut, pour lesquels 
les lignes de courbure sont planes dans un système. Nous termi- 
nerons ce Chapitre en développant cette application. Et, à cet 
effet, nous nous appuierons sur la remarque suivante : 

Soit (S'J le système cherché, défini par les fonctions ûi;\, , z\ 

de p, Pi, pa; soit (S'o) l’un quelconque de ceux qui admettent 
même représentation sphérique, défini de même par les expressions 
des coordonnées 5 '. (S') sera déterminé par les trois 

équations 


(98) 


S , _ dû' 

^ dpi dpi 


(t = O, I, 2), 


où Qf est une solution convenablement choisie des trois équations 
auxquelles satisfont JKoî Gomme on a, par hypothèse, 

(99) — a)2H- (j;-~ P)2+ (-s; — y) 2 = r2, 

«î y y ^ étant des fonctions qui ne dépendent pas de pa, la diffé- 
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’entiation par rapport à p2 nous donnera 





àp2 


= 0, 


)u, ce qui est la même chose, 


3o5 



dp2 


0 . 


L’équation (98), écrite pour i = pa, prendra 
tuante 


^ _n 
àp2 U 


dx 

a-— 

dpa 


donc la forme sui- 


l’où l’on déduit, en intégrant, 

100) 0 ! = «a:-; -h pj; H- 7^; -H 


5 ne dépendant pas non plus de p2. Réciproquement, la condition 
Drécédente, qui est nécessaire, est aussi suffisante, comme on le 
'econnaît facilement en reprenant en sens inverse la suite du rai- 
îonnement. 


1065. Ce point étant démontré, choisissons pour le système 
'Sq) l’inverse de celui que nous avons désigné par (Sq) et qui est 
iéfini par les formules (82), (83). En posant alors 

lOl) . 


)n aura 
102 ) 




£0 

«^0 


On'pourra prendre pour ù! le quotient 




y étant la solution par laquelle on passe de (Sq) au système de 
nême représentation sphérique ( 84 ) défini par les formules (78) 
ît (80); de sorte que l’on aura (n° 1057) 


io3) 


D. — 



à?i 




IV. 


20 
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Q étant la fonction définie par la formule (78) et le symbole A se 
rapportant au système cyclique (Co) (n° 1060) d’où sont déduits à 
la fois (So) et (S^ ). L’équation (100) qu’il s’agit de vérifier prend 
donc la forme 

(io4) aa?û-i- ^<3*0. 


En la différentiant par rapport à et utilisant les équations 
telles que les suivantes 


d AÛo 

dcco _ Op^ dX 
dg.y cJlio 
^ 3 — 

àp 2 


(jQ = AÛo, 


démontrées plus haut d’une manière générale, on trouve, après la 
suppression du facteur ? la condition 


(io 5 ) 


dX 


^ _ 

âp2 âpz 


f.àY àZ àQo 

^ dps ‘ âps ^ âp2 


Réciproquement, si cette équation est vérifiée, on en déduira, 
en remontant la suite du raisonnement, l’équation un peu plus gé- 
nérale que la précédente (io4) 

û" z= CCÛ/Q -h -H Y 5q -f- ÇŒq -h Tj, 

où VI ne dépend pas de po. Mais, comme le système (So) a ses 
lignes de courbure planes, il y aura entre Zq une relation 

linéaire ne dépendant pas de p2, qui permettra toujours de ra- 
mener la relation précédente à la forme (io4); de soi'te que l’on 
peut regarder les équations (io 4 ) et (io 5 ) comme absolument 
équivalentes. 

Or l’équation (loS) peut évidemment être remplacée par la 
suivante 


(106 ) Q = Q(X. -H ^ Y —j— Y 2 * -H 2 ^ —H O, 

S étant indépendant de p2 comme a, p, y, 

D’autre part, si l’on remplace Q, parleurs valeurs, données 
plus haut (n° 1060 ), et X, Y, Z par leurs valeurs données au 
n” 482 , la relation à vérifier, divisée par 6, se ramène à la forme 



suivante 

(107) 
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y(ps) — M p2 + N p2 H” 

où M, N, P ne dépendent pas de p2. 

Pour que cette équation ait lieu identiquement, il faudra, 
comme on le reconnaît par la différentiation, que se réduise à 
une constante. Les formules (io 3 ^ et(io 4 ) montrent même que 
cette constante disparaîtra dans les dérivées de Q', qui inter- 
viennent seules pour la définition du système cherché. On peut 
donc supposer 

Ç = o; 

et il faudra alors que la fonction /(p>) se réduise à un poly- 
nôme du second degré en pâ. En égalant ensuite à zéro les coef- 
ficients des puissances de po, on trouvera trois équations qui éta- 
bliront les relations nécessaires entre les fonctions arbitraires a, 

Comme il fallait s’y attendre, la solution précédente exige l’in- 
tégration des deux équations aux dérivées partielles (77), inté- 
gration qui était déjà l'equise pour la détermination des systèmes 
à lignes de courbure planes et qui équivaut à la détermination 
des surfaces admettant même représentation sphérique que la 
surface (A.). 



3 o 8 


LIVRE VIII. — CHAPITRE XIII. 


CHAPITRE XIIL 

NOUVELLES CLASSES DE SURFACES APPLICABLES. 


Ce Chapitre est consacré à l’exposition des résultats nouveaux que l’on doit à 
M. Weingarten dans la recherche des surfaces applicables sur une surface 
donnée. — La méthode de M. Weingarten exige que l’on connaisse déjà au 
moins une surface réelle ou imaginaire admettant l’élément linéaire donné. — 
Elle fait dépendre la détermination de toutes les surfaces ( 0 ) admettant cet 
élément linéaire de celle d’autres surfaces (S), satisfaisant à une certaine équa- 
tion aux dérivées partielles, qui établit une relation entre les rayons de cour- 
bure principaux, les distances d’un point fixe au plan tangent et au point de 
contact. — Cas particulier où les caractéristiques de cette équation aux dé- 
rivées partielles sont les lignes de longueur nulle de la représentation sphérique 
de (S). — L’élément linéaire est alors défini par la formule simple 

cis^= 2[M-h 

et l’équation à intégrer prend la forme simple 

Indication des différentes formes de 4 '^(v) pour lesquelles l’intégration est 
possible. — Démonstration de différents résultats dus à MM. Weingarten, Ba- 
roni, Coursât. — Les cas les plus intéi'essants font connaître toutes les surfaces 
applicables sur le paraboloïde du second degré dont une génératrice rectiligne 
est tangente au cercle de l’infini. — Réduction de l’élément linéaire de ces sur- 
faces à la forme de Liouville qui permet l’intégration des lignes géodésiques. 


1066. Nous pouvons maintenant rattacher aux propositions 
des Chapitres précédents une méthode singulière par laquelle 
M. Weingarten a obtenu de nouveaux succès dans la recherche 
des surfaces applicables sur une surface donnée (^). L’éminent 


(') J. Weingarten, Sur la théorie des surfaces applicables sur une surface 
donnée. Extrait d 'une lettre à M, Darboux ( Comptes rendus, t. CXII, p. 607 
et 706; mars 1891). 

On pourra consulter aussi une Note de M. Coursât, insérée au même Recueil, 
p. 707, et un Mémoire plus étendu du même auteur Sur un théorème de 
M, Weingarten et sur la théorie de surfaces applicables, publié en 1891, au 
tome V des Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 
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géomètre ne nous a pas fait connaître quels sont les principes 
qui lui ont servi de guide. Nous espérons que l’exposition sui- 
vante expliquera dans une certaine mesure pourquoi, appliquée 
à certains cas spéciaux, elle devait réussir. 

Nous avons vu que les caractéristiques de l’équation aux dé- 
rivées partielles des surfaces applicables sur une surface donnée 
sont les lignes asymptotiques de ces surfaces. Par suite, toutes les 
fois qu’il sera possible, sinon de déterminer ces lignes asympto- 
tiques, tout au moins d’en indiquer certaines propriétés particu- 
lières, le problème pourra être formulé d’une manière nouvelle et 
conduire ainsi à quelque résultat nouveau. La considération du 
système conjugué commun à deux surfaces applicables l’une sur 
l’autre va nous permettre d’appliquer cette remarque générale. 

Nous commencerons par supposer que nous ayons une solution 
particulière du problème, c’est-à-dire que nous connaissions une 
surface admettant un élément linéaire donné. Si sont 

les coordonnées d’un point de cette surface (Ô^), l’élément li- 
néaire sera déterminé par l’équation 

(1) ds^ = dx\ H- dy\ H- ds\. 

Posons 

( 2 ) Xi — U, yi—izi = o.w, 

çsp pourra être considérée comme une fonction de u et de dont 
nous écrirons la différentielle sous la forme classique 

(3 ) div =pdu-hq dv; 

et l’élément linéaire considéré prendra la forme 
(4) ds- = du'^-h idv dw = dudv-\-iq 

qui est précisément celle qui sert de point de départ à M. Wein- 
garten. 

La manière même dont nous y sommes conduits montre qu’on 
pourra la reproduire, une fois obtenue, avec six constantes arbi- 
traires, en effectuant sur une substitution linéaire or- 

thogonale quelconque. Il est vrai que la relation entre m, w 
contient des imaginaires lorsque la surface (®i) ©st reelle; mais 
ici encore, on pourra utiliser ces solutions signalées au n° 704, 
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et pour lesquelles deux des coordonnées sont des fonc- 

tions réelles, la troisième étant une imaginaire pure. Si c’est 
par exemple, qui est purement imaginaire, on reconnaît immédia- 
tement sur les formules (2) que (v sera une fonction réelle des 
variables réelles u et ç. Les substitutions orthogonales auxquelles 
on a le droit de soumettre y\^ pourront alors revêtir une 
forme réelle quand on y remplacera ces coordonnées par leurs 
expressions en p, w, 

1067. Soient maintenant z les coordonnées rectangulaires 
d’un point de la surface (0) qu’il s’agit d’obtenir et qui est appli- 
cable sur la surface (0i)‘ Si l’on fait rouler la surface (0^) sur la 
surface (0), une droite isotrope invariablement liée à (0^) cou^ 
pera le plan de contact de (0) et de (0^) suivant un point dont le 
Heu géométrique sera une de ces surfaces (S') pour lesquelles les 
lignes de courbure correspondent au système conjugué commun 
à (0) et à (01 ). Prenons la droite isotrope particulière qui, 
rapportée aux axes invariablement liés à (0i ), est représentée par 
les équations 

(5) ^1 = 0, 
c’est-à-dire par les suivantes 

(6) z^ = o, (» = o; 

et proposons-nous de déterminer les coordonnées X', Y', TJ du 
point où elle coupe le plan de contact de (0) et de (0i). Pour 
cela nous appliquerons la méthode donnée au 968; les coor- 
données cherchées sont évidemment de la forme suivante : 


(7) 


X' = ^ -4- A -r- 
àu 

OU 


h-d-, 

ÙO 

do 



A et B étant des coefficients indépendants du choix des axes. Par 
conséquent, les surfaces (0), (©4) étant applicables l’une sur 
l’autre, on pourra appliquer ces formules aux axes Oi^i, 
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O, , O, Z, , auxquels est rapportée la surface (0, ), sans changer 
la valeur de h. et de On aura donc 


( 8 ) 





ou 



Les équations de la droite isotrope (rf) nous donnent 

X' =0, + = 

et l’on a d’ailleurs, en vertu de la définition de u et de p, 


U. 


il viendra donc 


^^1 _ 
àu 

àiyx’^izj) 

du 


dxi 

lïT 


= 0 , 


= 0 , 




A= — M, B= — P, 


de sorte que les coordonnées du point de (S') seront déterminées 
par les formules 


(9) 


dx àx 

X'zzi X—Ur Vrr-, 

du do 

dz dz 

Z'= Z-U-Z p-r** 

du do 


Il est très aisé de déterminer les cosinus directeurs C, G, 
de la normale à (2'). Si l’on différentie^en effet, les formules pré- 
cédentes, on trouve 


dX = -ud^-^-vd^, 
du do 


(lo) 
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Comme on doit avoir 


il viendra 


(H) 


dz'^^ diC^-^ ip diid{> -f- iq dv"*-, 


/dx\'^ f dy\^ / dz\- 

( *t — ) -H ( ) ■+• ( T“ ) — ^ } 

\àu) \du J \àii / 

dx àx dy dy àz dz __ 

^ du d{> du di> 

/dxY /dyY /dzy 

Y) 


et Ton déduira de là, eu égard à l’équation (3), les deux relations 
identiques 


(12) 


S 


dx jdx 
àu^ du 


O, 


S dx , dx 
dîiôT^ 


= 0, 


qui, rapprochées des formules (lo), nous permettent de prendre 
pour les cosinus directeurs de la noi'male à la surface (S') les va- 
leurs suivantes : 


(i3) 




C" = 


du 


Ces valeurs de C, C', C' subsisteraient sans modification si Ton 
substituait à la surface (S') la surface plus générale définie 
par les formules 


04) 




? 


OÙ Woî ^^0 désignent deux constantes quelconques. Au reste, la sur- 
face {W) est de même définition que (S'); elle est décrite par le 
point où la droite isotrope {d^’) parallèle à {d) et définie par les 
équations 

(2?^= -h = Poî 

coupe le plan de contact de (0) et de (0^). Tous ces résultats 
sont en parfait accord avec ceux qui ont été démontrés au Cha- 
pitre VI de ce Livre. Toutes les surfaces (S^') ont, aux points cor- 
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respondants, leurs plans tangents parallèles; car, pour chacune 
d’elles, ce plan tangent est le plan projetant la droite isotrope 
correspondante. Elles ont de plus même représentation sphérique 
de leurs lignes de courbure (n» 947); et ces lignes de courbure 
correspondent aux courbes du système conjugué commun à (0) 
et à (@i ). 

Introduisons ici la définition suivante ; étant données plusieurs 
surfaces qui se correspondent point par point, désignons sous le 
nom de résultante de ces surfaces celle qu’on obtient en ajoutant 
géométriquement les rayons vecteurs qui joignent un point fixe 
de l’espace aux points correspondants des surfaces données. Il 
est clair que la surface (S") la plus générale sera la résultante de 
la surface (S') et de deux autres surfaces homothétiques aux sui- 
vantes (So) et (S), qui sont respectivement définies par les équa- 


tions 




(i5) 

ÙX 

Aü = T"* > 
du 

y -^y 

ÏQ — T" ? 
du 

r, dz 

•^0 = T— ’ 
du 

et 




(i6) 

II 

y -^y 

dv 

II 

SI 


Toutes ces surfaces se correspondent par plans tangents pa- 
rallèles; la surface (S,) est une sphère; quant à la surface (S), elle 
a même représentation sphérique de ses lignai de courbure que 
les différentes surfaces (S"); et, par conséquent, ses lignes de 
courbure correspondent au système conjugué qui est commun 

à (0) et à (00- 

On peut encore rattacher d’une autre manière la surface (S) aux 
surfaces (S"). Si l’on suppose que, dans les formules (i4)) <'o 
grandisse indéfiniment, la droite isotrope correspondante (jff) 
s’éloigne indéfiniment dans le plan 

a7l= 

rattaché à la surface mobile. La surface (S") s’éloigne aussi indé- 
finiment; mais la surface homothétique décrite par le point dont 
les coordonnées sont 

X" ^ ^ 

Ta' Va' Va 
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demeure à distance finie et se réduit à la siu'face (S) définie plus 
haut. 


1068. Cette surface (S) est précisément celle qui sert de base 
aux recherches de M. Weingarten. L’éminent géomètre Tintro- 
duit directement par les formules (i6); et l’identité (12), déjà dé- 
montrée, 


S àjD^ 
du 



= O, 


montre alors que les cosinus directeurs de la normale à la surface 
sont bien les quantités C, C', G'' définies par les formules (i3). 
Nous allons chercher directement les lignes de courbure et les 
rayons de courbure principaux de la surface (S). Mais auparavant 
nous remarquerons que, lorsque (S) sera connue, la surface (0) 
sera définie par les formules suivantes : 


(17) 


■ = J" Odii 
y=J Gda^\dv, 

■■= J (ydu-^zdv. 


et nous signalerons les identités 


(18) 


CX + C'Yh-C"Z = p , 
Xî-)- Y2 + Z2 =2^, 


d’où il résulte que p sera la distance de V origine au plan tan- 
gent de (S) et iq le carré de la distance de la même origine 
au point de contact de ce plan tangent. 


1069. Cela posé, cherchons les lignes de courbure et les 
rajons de courbure principaux de la surface (S). 

Les équations d’Olinde Rodrigues 

dX->rpdC = o, cn:-\-çdC'=o, dZ ç dC." = O 

nous donnent ici la suivante 
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elles deux équations analogues en y et 5. Or, si l’on conserve les 
notations du Livre VII, Chapitre III, le système ( 36 ) [III, p. aSi] 
devient ici 



D ^ r 

f âx 

àx\ 

l du^ 





D' i 

/àx 

dx\ 

\ dud{> 

H ^ H 2 ' 


-Pàü) 

1 d^x 

D" i 

/ àx 

dx\ 


- H 


-Pdü) 


Dj D', étant les déterminants déjà définis et r, s, t les dérivées 
secondes de considérée comme fonction de ç. Si, dans 
l’équation (19), on remplace les dérivées secondes de x par leurs 
valeurs (20) et si l’on égale à zéro le coefficient de c ainsi que celui 

de ^ trouvera les deux équations 

D' 4- D" -4- P ( D du 4 - D' = O, 
s du -h tdv -h p{?'du-+- s dç) =0, 

qui détermineront à la fois p et L’équation difierentielle 


(21) (D'â?M 4 - dv){r du s d^) — (D du -\-W dv){s du tdv) =0, 

qui résulte de l’élimination de p, définira les lignes de courbure 
et l’équation 


(22) 


I - p p2 
7 ' St 

D D' D" 


O 


fera connaître les rajons de courbure principaux. 

Le premier membre de l’équation (21) est évidemment la forme 
quadratique harmonique aux deux suivantes : 

D du^ H- 2 D' 4- (fp®, 

rdu^-\~ Q.sdudv 

qui, égalées à zéro, déterminent respectivement les lignes asym- 
ptotiques des deux surfaces (0) et (0^). On vérifie ainsi que les 
lignes de courbure de (S) correspondent bien au système con- 
jugué commun à ( 0 ) et à ( 0 i)' Quant à l’equation (22), elle peut 
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être remplacée par les deux suivantes : 

(aS) 5(p'-!- ^ = O, 

(a4) D p'p^H- D'(p'-j~ p")-f- D'' = O, 

où p' et désignent les deux rajons de courbure principaux, et 
dont nous aurons à faire usage plus loin. On en déduit, en parti- 
culier, que l’on aura identiquement 


(a5) 




4-(p'-4- 


P") 


du dç 




= O, 


comme on le voit en utilisant le système ( 20 ). Il nous reste main- 
tenant à indiquer les conséquence. 


1070. Nous remarquerons d’abord qu’on peut, en quelque 
sorte, supprimer la relation entre (0) et (S), en définissant directe- 
ment cette dernière surface. 

En effet, dans l’équation ( 28 ) et dans les valeurs de r, s, ex- 
primons w et P en fonction des variables p et q qui ont par rapport 
à (S) une signification géométrique déterminée, indiquée à la fin 
du n® 1068. Nous aurons ainsi une relation entre les rayons de 
courbure de (S), les distances de l’origine au plan tangent et au 
point de contact, c’est-à-dire une équation aux dérivées par- 
tielles du second ordre à laquelle devra satisfaire (S). Voici 
un moyen élégant de faire le calcul. Posons 


(a6) 


lip -ir vq — Wj 


et exprimons <p en fonction de p et q- Comme on a, en diffé- 
rentiant, 

U dp V dq ^ 

on pourra poser 


dp 


do 


( 27 ) 

De plus, les équations 

dp ^r du S dv, dq = $ du -i- t dVy 
qui définissent les dérivées secondes, nous donnent 
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et, par suite, 

/„8'i ^ ^ _ —s d^o _ r 

^ op^ rt — s^’ dpùq rt — s^' dq^ ~ rt — s^‘ 

Cj est la transformation l^ien connue de Legendre, ^ui revient à 
remplacer la surface (0,) par sa polaire réciproque relativement 
au paraboloïde défini par l’équation (^) 

(29) 2W = (;2. 


Après cette transformation, l’équation (28) à laquelle satisfait (S) 
prend la forme 


(3o) 


dp^ '^P P i dp dq 


^ ^ dq^ ^ 


et les formules définissant la surface (0) deviennent 

( 3 .) 


Quant à l’élément linéaire de (0), il s’exprimera comme il suit : 


(32) 



_ do , do 



1071. Nous allons maintenant démontrer la réciproque : si la 
surface (S) satisfait à l’équation aux dérivées partielles (3o), les 
formules (3i) déterminent une surface (0) admettant l’élément 
linéaire donné. 

Comme la formule (32), équivalente à celle (4) qui a servi de 
point de départ, résulte immédiatement des équations (3i) en 


(') En effet, d’après les formules (2) qui relient w, w aux coordonnées rec- 
tangulaires on voit que ces variables m, t?, w constituent, elles aussi, 

un système de coordonnées rectilignes, de sorte que la transformation indiquée 
dans le texte équivaut à prendre la polaire réciproque delà surface (0,), admet- 
tant l’élément linéaire donné, relativement au paraboloïde défini en coordonnées 
rectangulaires par l’équation 

y — iz=. -i-izy, 
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admettant qu’elles soient établies, tout se réduit à démontrer que 
les expressions telles que la suivante 


( 33 ) 


Cdp. 


■Xd 


do 


sont des différentielles exactes. 

Or, aux équations d’Olinde Rodrigues, qui définissent les lignes 
de courbure 

dX “H P dCi = O, dY P dCt' = O, dZi ■+- p dC/' = o, 

on peut adjoindre la suivante 

( 34 ) dq-hpdp — o, 

que Ton obtient en les ajoutant après les avoir multipliées respec- 
tivement par X, Y, Z. Si donc on a pris p et g pour variables in- 
dépendantes, on aura, pour chaque ligne de courbure, 

dX, dX , /àC , àc ^ \ 
et, en remplaçant^ par sa valeur déduite de l’équation (34), 


( 35 ) 


^ \ àq / ^ àq 


o; 


de sorte que l’on peut poser 


( 36 ) 

et de là l’on déduit 


(P^+P") 


àq 


dC 

dp 


àX 

àq^ 


, àX 


( 37 ) 


dp ^ PP 


àq' 


dq~^dp 


Ces relations, auxquelles il faut joindre les formules analogues en 
Y et C^, Z et ^ constituent une des propriétés du système de 
coordonnées curvilignes /?, g. 

Cela posé, écrivons la condition d’intégrabilité de la différen- 
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lielle (33); il viendra 


i- 

àq \ dp^ 



dp àq 


-4-X 


d^o \ 

àqy 


OU, en réduisant, 

^ ^ /« dC\ ÔX ^2(p 

àq dp^ \dq dp ) dp àq dp dq^ 


3 i 9 


Il suffit de tenir compte des relations (36) pour voir apparaître le 
premier membre de l’équation (3o) multiplié par Notre réci- 
proque est donc complètement démontrée. 


1072. Nous avons ainsi réalisé une transformation radicale de 
l’équation aux dérivées partielles qu’il s’agissait d’intégrer, et 
notre remarque du début nous montre que, pourvu que Ton 
connaisse une surface particulière admettant un élément linéaire 
donné, la détermination complète des surfaces admettant ce même 
élément linéaire pourra toujours se ramener à l’intégration d’une 
équation de la forme (3o). Comme on a ici, d’après la formule ( 21 ) 
[IH, p. 246 ] 

(38) DD"— — r?, 

l’équation à laquelle satisferait la coordonnée x relative à la sur- 
face (®) serait, en remplaçant D, D', par leurs valeurs tirées 
du système ( 20 ) et faisant quelques réductions, 


I V y i' J \àudv/ J 

/dx dx\/^d^x d^x\ 

^\d^“'-^du)\ du^ dudv ^ ) 


Il reviendra au même d’intégrer cette équation, ou celle (3o) que 
nous avons formée plus haut et qui détermine (S). 

Nous savons (n® 703) que l’équation précédente admet pour 
caractéristiques les lignes asymptotiques de la surface (0) définies 
par l’équation différentielle 

(4o) Ddu^-i- 2 D'dudç + 'D"d{)^=o. 
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Ces caractéristiques sont aussi celles qui conviennent à l’équa- 
tion (3o). On pourrait, comme l’a fait M. Goursat dans le Mé- 
moire cité plus haut, établir ce résultat par un raisonnement 
a priori* Nous nous contenterons de remarquer que les caracté- 
ristiques de l’équation générale aux dérivées partielles 

(41) H K( p' p^) *4- L = 0, 

où, p', p^' désignant toujours les rajons de courbure principaux, 
les fonctions H, K, L ne contiennent que les coordonnées X, Y, 
Z du point et les cosinus directeurs C, C', de la normale à la 
surface, sont déterminées par l’équation différentielle 

(42) H = 


Cette équation, à laquelle conduit l’application régulière des mé- 
thodes générales, deviendra ici 




ou, en tenant compte des formules (28), 

(43) dX — s ^ 0 . 


Or calculons les trois formes quadratiques 

^ rfC g rfXî, ^ dQ,^, 


relatives à la surface (S), et qui définissent, pour cette surface, les 
lignes asymptotiques, les lignes de longueur nulle et les lignes de 
longueur nulle de la représentation sphérique; c’est-à-dire trois 
systèmes de courbes divisant harmoniquement les lignes de 
courbure de (S). Un calcul facile, où l’on aura à employer les for- 
mules (20) et à tenir compte de l’identité ( 38 ), nous donnera 


^dCdX. = ^{I>dui+iLl>'dudo + T)'’ dvi)-h 


(s 


r 

ÏP 

s 

ÎP 

dX* =^(DdMî+2D'dMdi)-t-D''dp3*)H-^ 


{r du^-^is dud\? t 
{r du^ dudv-^t d 9 ^ ), 
(r du^-^is dud 9 d9-)* 
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Ces relations permettent, en premier lieu, d’établir le fait’ annoncé 
et de mettre en évidence l’identité des deux systèmes de caracté- 
ristiques définis par les équations (4o) et ( 43 ). Elles montrent 
aussi que les trois familles de lignes précédentes sont en involution 
avec les lignes asymptotiques des surfaces (©) et (0^). Il fallait 
s’y attendre, puisqu’elles divisent toutes harmoniquement le réseau 
formé par les lignes de courbure de (S), qui correspond au réseau 
conjugué commun à (0) et à 

1073 . On peut faire des applications diverses des résultats pré- 
cédents. Nous pi'ésenterons d’abord la remarque générale suivante. 

Supposons qu’on veuille déterminer toutes les surfaces admet- 
tant un élément linéaire donné. La connaissance d’une solution 
particulière (0i) nous permettra de ramener le problème à l’in- 
tégration d’une équation de la forme ( 3 o). Cette intégration étant 
effectuée, on connaîtra un nombre illimité de surfaces (0') ad- 
mettant l’élément linéaire donné; et à chacune d’elles corres- 
pondra une forme déterminée de l’équation ( 3 o). Donc, lorsqu’on 
sait intégrer une équation de cette forme, il en existe un nombre 
illimité d’autres de môme forme, mais où la fonction <p aura une 
détermination différente, que l’on saura intégrer. Rappelons même 
pour plus de netteté la signification géométrique de la fonction cp. 
Nous avons vu que l’équation 

cv=:ç(/?, gr) 

représente, si l’on y regarde les variables /?, çv comme des 
coordonnées cartésiennes, reliées aux coordonnées rectangulaires 
par les formules (2), la polaire réciproque de l’une des surfaces 
admettant l’élément linéaire donné, prise relativement au para- 
boloïde représenté par l’équation (29) donnée plus haut. 

Pour examiner maintenant quelques applications particulières, 
envisageons d’abord l’élément linéaire de la sphère 

ds^ = -h sin* 0 

En prenant ici 

u=: cosO, 
ç =z y izi = sin 0 
2 = jKi — = sin 0 

21 


D. — IV. 
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l’équation 




I 


nous donnera la relation 

2 PCÏ? = I — 

d’où l’on pourra déduire 

U — I I j—z 

cp=//?2--2^. 

L’équation (3o) devient ici 

Elle exprime que la sphère ayant pour diamètre la droite qui 
joint les deux centres de courbure principaux de (S) doit passer à 
l’origine des coordonnées. Il n’y a là qu’un fait curieux, l’équa- 
tion précédente étant plus compliquée que celle des surfaces à 
courbure constante. 

1074. Pour obtenir d’autres applications, nous remarquerons 
une conséquence intéressante des équations (44) relatives aux trois 
familles de lignes tracées sur (S). Il faudra une seule condition 
pour que les lignes qui composent Vune de ces trois familles 
deviennent les caractéristiques de V équation aux dérivées par- 
tielles (3o) à laquelle doit satisfaire la surface (S). 

Si l’on veut, par exemple, que ces caractéristiques soient les 
lignes de longueur nulle de la représentation sphérique, il faudra 
supposer 

7' = O OU = O. 

oq^ 

La fonction la plus générale satisfaisant à cette condition serait 

on verra aisément qu’on ne restreint pas la généralité en supposant 
f {p)=p^ ce qui permet d’écrire f sous la forme 


( 45 ). 
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et l’équation à intégrer deviendra 
( 46 ) = 

On aura ici 

« = ^ I-'Cp). o=^=p-, 

de sorte que l’élément linéaire de (0) pourra s’écrire 

(48) ds^= 2 p 2 -i- 26 '(p)] <fp2. 

Posons 

s p 2 

( 49 ) u + — =uu 
il viendra 

(50) ds^-= 

La détermination de toutes les surfaces qui admettent cet élé- 
ment linéaire sera ainsi ramenée à l’intégration de l’équation aux 
dérivées partielles (46)« 

Or cette équation prend une forme très simple si l’on emploie 
le système de coordonnées tangentielles défini au n° 165, c’est- 
à-dire si l’on regarde la surface (S) comme l’enveloppe du plan 
dont l’équation est 

(51) (a + P)X + i(p-a)YH-(ap~i)ZH-| = o. 


On aura ici 


( 52 ) 

( 53 ) 



— g) 

^ “ i + ap ’ 

^ = — />(ï-HaP) 


G" = 


gp ~-i 
gp -+- 1 ’ 


et un calcul facile donnera les formules très symétriques 


X = C/? -h 
Y =: G> -1- 
Z = G> -H 


(iH-gp)^ 

2 

{l±Ç^ 


^G 

5p 

(dp ^ 

\d% iJp 

(r -H gp)^ 

2 \dg cJp 


2 




CÎp doL ^ 
(jp ^g 


( 54 ) 
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On déduira de là 

X2-+-Y2-+-ZÜ 

(55) ? = = T^ S ^ dp 

Les rayons de courbure sont exprimés par la ^première des 
équations (33) [I, p. 246], qui donne ici 

(56) p'+p''=-a/)-^(i-)-ap)S; 

et, par suite, l’équation (46) prendra la forme extrêmement simple 

J!£- = Æ£L. 

^ àxâ^ (H-aP)- 

Lorsque l’on aura intégré cette équation, on aura y, par les 
formules (3i); ce qui donnera, après quelques réductions, 


a? = Gmi 


'(p)dC 


(àpy.^ do (dp 


58) {y=C'u,+ 


2 

, rdC' fâp 


dp) 


dp \da 


dC' fOpy 


Z “ Ml ”4“ 


\p)dQl 


(àp 


dp \da 


da \dp/ 

à^/dpy 

da Vd'P/ * 


Ui ayant la valeur définie par la formule (49)? qwi devient ici 

/C N “PP U, s 

(5q^ Mi = lli. -Il Ûj'(d). 


Or il suffît de se reporter aux propriétés des lignes géodésiques 
et à la forme (5o) de l’élément linéaire pour interpréter géomé- 
triquement les formules qui définissent (S). 

Considérons la surface auxiliaire (2)4) définie par les équations 

(60) iri=a?— G mi, yi=y — C'Ui, ^i = ^— G"mi. 

Il résulte immédiatement des équations (58) que l’on a 
G dcCi -h G* dyi-h G" dzi = 0. 


Par conséquent la surface (D^) est une développante de (0) sui- 
vant le système de lignes géodésiques de paramètre : ce sont les 
courbes de paramètre sur (S|) qui auront pour développées les 
lignes géodésiques de (0). 
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La surface (S^) est déterminée ponctuellement par les for- 
mules (6o). On peut la déterminer tangentiellement en la consi- 
dérant comme enveloppe du plan défini par l’équation 

ou encore 


(6i) (a H- P)a7i-f- (a? — w = o, 


ce qui donne les relations 


_ -1- a?, _ + pjj, = O, 

dix^ àx Oa ^ da ’ 


dxi _ ^ , fi „ 


et deux autres relations semblables faisant connaître ^ 


On déduit de là 


dp- 


d*u) 

dpî* 


(62) 



(52 Cü 
(5a c5fJ 


I H- afi 




P <fa -f~ g d^ "[ . 


et ces trois équations, toujours compatibles, détermineront o. Les 
termes de la forme 

A-HBaH-Gp-4-Dap 


introduits par les intégrations conviennent à des surfaces qtti se 
déduisent les unes des autres par une translation ou par le passage 
à la surface parallèle. 

On voit que les lignes de courbure sont déterminées {n^ 165 
par les équations différentielles 


grf«±|<)p = o. 


Donc, comme il fallait s’y attendre, une des familles est formée 
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des courbes 
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P = const., 

auxquelles correspondent sur (©) les lignes géodésiques de para- 
mètre V, 

107S. En résumé, les formules auxquelles nous avons été con- 
duits font dépendre la détermination de toutes les surfaces (0) 
dont l’élément linéaire est donné par la formule 

(63) -H 2[z^i H- 

de l’intégration de l’équation aux dérivées partielles 

OU de la détermination des surfaces (S) dont les rayons de cour- 
bure satisfont à la relation 

(65) = 

dans laquelle p désigne la distance de l’origine au plan tangent. 

Malheureusement, quelque simple qu’en soit la forme, l’équa- 
tion aux dérivées partielles (64) n’est pas intégrable en général. 
M. Weingarten, et ensuite M. Goursat, ont cependant indiqué 
quelques cas dans lesquels on peut obtenir son intégrale générale. 

Supposons, par exemple, que la fonction soit linéaire, et 
posons 

ir/ > m(T — r?z)p2 

(66) 4;'((;)=~i — 

m désignant une constante quelconque. L’équation (64) de- 
viendra 

_ m(ï — 

' dad^ ^ (i -h ap )2 ’ 

et, si l’on effectue la substitution 



elle se réduira à l’équation d’Euler 
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que nous savons intégrer, soit par des formules finies lorsque m 
est entier, soit par des intégrales définies dans tous les autres cas 
(Livre IV, Chap. III et IV). 

Alors la relation ( 65 ), qui sert de définition à la surface (S), sera 

(69) P'h- p"“I“ == m{m — i)p. 

Si l’on mène le plan perpendiculaire à la normale d’une surface 
à égale distance des deux centres de courbure, il enveloppe une 
autre surface à laquelle nous donnerons ici le nom de développée 
moyenne de la première (^). Comme la distance de l’origine à 
ce plan est 


on voit que l’équation (69) exprime que la développée moyenne 
de la surface (S) est une surface homothétique à (S) (2). 


(*) Au DIÜ nous avons déjà donne le nom de développée moyenne à la sur- 
face dôcviLc par le milieu du segment formé par les centres de courbure princi- 
paux. Nous mettrons à profit cette occasion pour rappeler ici que Ribaucour a 
introduit avec succès deux surfaces différentes dans la théorie des congruences 
rcciilignos ; l’une, la surface moyenne, décrite par le milieu du segment focal; 
l’autre, Venvehppée moyenne, enveloppe du plan perpendiculaire sur le milieu 
du scgmonl focal. Quand la congruence rectiligne est engendrée par les normales 
d’une surface (i:), on a ainsi deux surfaces distinctes rattachées à (S). On pourrait, 
si on les rencontrait dans une même étude, les désigner respectivement sous les 
noms (le développée moyenne ponctuelle et de dcveloppee moyenne tangentielle* 

(») Les surfa(îes jouissant de cette propriété avaient été déjà considérées par 
Ribaucour et par M. Appcll dans le cas particulier où m = 0 et où, par suite, la 
déveIoppé<ï moyenne se réduit à un point. Elles avaient été étudiées pour toutes 
les valeurs de m par M. Coursât. Le lecteur pourra consulter les Mémoires 
suivants : 

A. Rnutmouu, Mémoire sur la théorie générale des surfaces courbes, 
Chapitre VI (Journal de Mathématiques pures et appliquées, t, VII, 4 * série; 
1891, présenté eu ïH 7() à l’Acudémic des Sciences). 

R. Ariuott, Surfaces telles que Vorigine se projette sur chaque normale 
au milieu des centres de courbure principaux (American Journal of Mathe- 
mattcs,u\ p. 175 ; *888). 

E. (louusAT, Surfaces telles que la somme des rayons de courbure prin- 
cipaux est proportionnelle à la distance d’un point fixe au plan tangent, 
(Même Recueil et même tome, p. 187). 

Mais, il est ju.Htc de le reconnaître, c^est à un jeune géomètre italien, M. Ettorr 
Rauoni, que revient le mérite d’avoir, le premier, signalé qu’à chaque surface 
homothétique à sa développée moyenne on peut faire correspondre une surface 
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Examinons les cas particuliers les plus intéressants. Pour 
m=i O on m = i, les surfaces (0) sont les développées des sur- 
faces minima; cela résulte de la forme même de leur élément li- 
néaire (n” 751). La surface (S) est celle dont la développée 
moyenne se réduit à un point. L’équation (68) s’intégre alors sans 
difficulté et nous donne 

Pour 7n = 2, on a 
(70) 

Ce cas intéressant avait été étudié depuis longtemps par 
M. Weingarten dans un Mémoire cité plus loin [p. 335] et inséré 
aux Nachrichten de Gœttingue. Les surfaces (S) se réduisent 
aux surfaces minima; elles sont, par suite, identiques à leur dé- 
veloppée moyenne. 


1076. Considérons, d’une manière plus générale, la fonction 
définie par la formule 

(71) = /n(i — m) — -h Av, 


où A désigne une constante quelconque. L’équation (64) à inté- 
grer prendra la forme 


(7a) 


__ m(i — 
Oadp (i-h 


Et il est clair que si m{i — m) n’est pas nul, on peut, par la sub- 
stitution très simple, 

A 

V H = Vi, 

m{i — m) 

la ramener à l’équation (67). D’ailleurs l’hypothèse m{i — m) = o, 


admettant un élément linéaire donné; de sorte que l’intégration complète de 
l’équation (69) pour une valeur donnée de m fait connaître par cela même toutes 
les surfaces qui admettent un même élément linéaire. Voir le Mémoire intitulé : 

Superficie S in cui la somma dei raggi principati di curçatura è propor- 
zionale alla distanza di un punto fisso dal piano tangente; inséré par M. Ba- 
roni, en 1890, au tome XXVIII du Giornale di Matematiche, p. 349. 
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nous donne 

t; = A Log(i ■+■ ap) H-/(a) -h/o(p). 

L’élément linéaire de (0) 

d$^=z dul-h dç^ 

convient (n° 693) aux surfaces que nous avons reconnues être 
applicables sur le paraboloïde de révolution. Les surfaces (S) cor- 
respondantes admettent comme développée moyenne une sphère. 
Pour le cas général de la formule ( 71 ), la développée moyenne 
serait homothétique à une surface parallèle à (S). 

Gomme on peut toujours remplacer (S) par une surface pa- 
rallèle, notre nouvelle h^^pothèse ne donne donc rien d’essentielle- 
ment nouveau. Au reste, par un changement de notations, on 
peut toujours faire disparaître la constante A dans l’expression de 
l’élément linéaire, toutes les fois que le produit m{i — m) est dif- 
férent de zéro. 


1077. Pour trouver, s’il en existe, d’autres cas dans lesquels 
l’équation aux dérivées partielles puisse être intégrée, appliquons 
les méthodes régulières et commençons par chercher si elle peut 
admettre, par exemple, une intégrale première. Soit 


( 73 ) 



dv àv \ 

Si’ dp/ “ 


cette intégrale première. Si on la diflférentie par rapport à a, par 
exemple, on aura 


( 74 ) 


^ ^ d¥ 

âv ^ dcL dp' dq' (n-ap)2 


et q^ désignant les dérivées premières de v. En différentiant par 
rapport à P, on aura de même 

d¥ , d¥ ' d¥ y(p) d¥^ _ 

^ dç ^ dp' (i-H aP)-^ dq' 

Si l’une ou l’autre des deux équations précédentes n’est pas 
vérifiée identiquement, on pourra déterminer les trois dérivées 
secondes ou les deux dérivées premières de p; et, par suite, les 
seules solutions qui pourront être communes à l’équation ( 73 ) et à 
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la proposée contiendront tout au plus des constantes arbitraires. 
Supposons donc que l’une des équations ( 74)1 (75)î la seconde 
par exemple^ soit vérifiée identiquement. Il faudra que l’on ait 

dq' 

L’équation ( 78 ) pourra donc s’écrire 

a, P), 

et l’équation ( 7 $) deviendra 

^ (i -h 

ce qui donne 

_ 6"(v) 

devra donc se réduire à une constante, et l’on retrouve une 
des hypothèses déjà examinées. 

1078. Voilà tout ce que donnerait la méthode de Monge. 
Essayons celle que j’ai proposée et qui consiste à chercher des 
équations aux dérivées partielles de tous ordres ayant en commun 
avec la proposée la solution la plus étendue possible. Nous nous 
bornerons à examiner le cas où ces équations sont du second 
ordre. On reconnaîtra aisément qu’elles doivent être de la forme 
suivante 



ou de celle qu’on obtient en changeant a en p. Pour déterminer F, 
il faut différentier par rapport à p, ce qui donnera 

± V(^) ^ dF 

dix ( 1 + aP)^ ” àp' (i-hap)2’ 

et exprimer que cette équation a lieu identiquement. Le dévelop- 
pement du calcul nous donne 

V'W àF , 

(l -h aP)2 ” (i -h ap)3 dp' (i H- ap)2 * 


( 77 ) 
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Comme F ne contient pas on peut donner à a, p,/)' des va- 
leurs constantes et l’on aura une relation linéaire entre et . 
Écartant le cas déjà examiné où serait constante, nous écrirons 

(78) 

et il restera à égaler les coefficients de ainsi que les termes qui 
ne contiennent pas cette fonction, dans les deux membres de l’é- 
quation (77)- On aura ainsi 

^ 2 , 2p dF _ hp^ 

àp' ^ 


Pour que ces équations soient compatibles, il faut que l’on ait 
A = — 2. Il vient alors 


f=£:! 


L’équation (76) prend donc la forme 


^ I / dv'Ÿ P //N 

da^ ~~ a V da / x-h aS ()a ^ 


On pourra de même poser 


^ 2 ( 7^1 / dç 


‘ ^ /o\ 


Quant à l’équation aux dérivées partielles, comme on déduit de 
l’équation (78), où l’on a remplacé h par — 2, la valeur suivante 
de f 

fe~. 

elle deviendra 



et il ne restera plus qu’à trouver la solution commune aux trois 
équations (79), (80) et (81). 

Ce calcul n’offrirait aucune difficulté. Mais il vaut mieux, une 
fois l’équation obtenue, opérer comme il suit. 
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EfiFecluons la substitution 
(82) P = û!Log(n-ap)-+- 


L’équation (81) prend la forme 


(83) 




a 

h 


e « , 


dont Liouville a donné l’intégrale (n“ 726) (’). On a 


(84) 


2 w 

e ^ 


b A.’ B' 


A désignant une fonction arbitraire de a et B une fonction arbi- 
traire de On trouvera donc pour p la valeur définie par Inéqua- 
tion suivante : 


(85) 


lîî 

= b 


AB'(i-haP)2 

(i-hAB)2 


Quant à l’élément linéaire de (6), il sera donné par la formule 


( 86 ) 


d$^ = dul -l-( 2 Ui -h 2ap J 




Par une substitution de la forme 


(87) 


ui = a^u’-+- hf 
ç = aç' -h 


on peut obtenir l’expression plus simple 
( 88 ) 4- ( 2 w' H- 2 p' + ] . 

Ce cas nouveau a été signalé par M. Weingarten. L’éminent 
géomètre a indiqué qu’on peut alors ramener l’élément linéaire à 
la forme suivante : 

(89) 

Cela nous conduit à présenter les remarques suivantes, par 
lesquelles nous terminerons ce Chapitre, 


(* ) Les démonstrations de Liouville se trouvent, soit dans la Note IV de la 
cinquième édition de V Application de V Analyse à la Géométrie par Monge, soit 
au Journal de Mathématiques pures et appliquées (i« série, t. XVIII, p. 71; i 853 ). 
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1079 . La forme générale 

(90) ' 

est évidemment un cas limite de celle qui convient aux surfaces 
réglées. Et, en effet, il est possible de trouver toute une classe de 
surfaces réglées imaginaires admettant cet élément linéaire. 

Si Ton se reporte aux calculs du n° 728 , on trouvera que toutes 
ces surfaces réglées sont engendrées par la droite 

07 = Ml -h èj, JK = «2 MiH-Ô2, .s = «3 Ml-i- ds, 

les fonctions «i, ^2, <23, èi, 62, 63 étant définies par les rela- 
tions (2) [III, p. 294], qui deviennent ici 

= O, (Zx b\ -h -t- M3 63 = O, 

cûx h\ •+■ Mo 62 4 - «3 ô'â = 1 , af H- a| -h = I, 

èÿ Hh y} 

La première de ces relations montre que les surfaces réglées 
cherchées admettent un plan directeur isotrope. Comme on peut 
supposer que ce plan soit parallèle au suivant 

y H- iz = 0, 

on trouvera aisément que, si a désigne une fonction de p et a' sa 
dérivée, on peut écrire les équations qui déterminent la surface 
sous la forme 


(90 


r dv 

y + J 

y — iz = (xui-h J' a'Y(^)dv^ J' 

Ux — J ^dv. 


Inversement, toutes les surfaces réglées qui admettent un plan 
directeur isotrope ont leur élément linéaire réductible à la 
forme (90). 

D’après cela, cherchons toutes les surfaces du second degré 
qui rentrent dans la classe précédente. Une seule est réelle, c est 
le paraboloïde de révolution. Nous l’avons déjà examiné, et nous 



LIVRE Vllt. — CHAPITRE XIII, 


334 

avons même donné (n® 727) la forme de qui correspond à 
son élément linéaire. Mais il y a d’autres paraboloïdes qui rem- 
plissent les conditions que nous venons d’indiquer : ce sont ceux 
qui admettent une génératrice rectiligne tangente au cercle de 
l’infini. 

Considérons d’abord celui qui touche le plan de l’infini, en un 
point non situé sur le cercle de l’infini. Son équation pourra tou- 
jours se ramener à la forme 

(92) {y -^iz)y = — kæ. 

En substituant les valeurs (91) de y, z dans les formules 
précédentes, on verra aisément que l’on peut prendre 

% — sJka.\ a = Ç k — - > 

J ^ ^ 

et l’on trouvera 

— Il 

(93) .Î;'(P)=-VI— 

C’est, aux notations près, l’expression de qui correspond 
au cas nouveau signalé par M. Weingarten. 

On peut donc énoncer le résultat que nous lui devons en disant 
qu’il nous a appris à connaître toutes les surfaces applicables 
sur ce paraboloïde particulier dont une génératrice rectiligne est 
tangente au cercle de l’infini, le point de contact de cette généra- 
trice et du cercle étant distinct du point de contact du paraboloïde 
et du plan de Tinfini. 

Considérons maintenant le paraboloïde dont une génératrice est 
tangente au cercle de l’infini, le point de contact de cette géné- 
ratrice étant aussi celui où le paraboloïde touche le plan de l’in- 
fini. L’équation de la surface pourra être ramenée à la forme 

(94) ^(7 -i- = Ky — iz). 

Appliquant la même méthode que précédemment, on trouvera 

(95) 

C’est le cas qui a servi de point de départ à toutes les nou- 
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velles recherches de M. Weingarten et qui a été signalé plus haut 
1075). M. Weingarten Pavait obtenu dès 1887 {^) semble 
bien que la méthode que nous avons exposée dans ce Chapitre, et 
qu’il a ensuite appliquée aux cas les plus généraux, a son point de 
départ et son origine dans celle qu’il avait d’abord employée pour 
cette forme plus particulière de l’élément linéaire. 


1080. Dans les deux hypothèses que nous venons d’examiner, 
M. Weingarten, sans chercher si les éléments linéaires pouvaient 
convenir à des surfaces du second degré, a reconnu qu’ils sont, 
l’un et l’autre, réductibles à la forme de Liouville, ce qui permet 
l’intégration des lignes géodésiques. Ce point paraîtra maintenant 
évident au lecteur puisqu’il suffît, pour obtenir cette forme de 
l’élément linéaire, de rapporter une surface du second degré à ses 
lignes de courbure. Mais il ne sera pas inutile d’effectuer cette 
transformation de l’élément linéaire et de retrouver effectivement 
les expressions données parM. Weingarten. Nous nous contente- 
rons seulement d’indiquer la marche du calcul, que rétablira aisé- 
ment tout lecteur un peu versé dans la connaissance de la Géo- 
métrie analytique. 

Soit 


(96) 


J, 2Byz -4- 7.B'xz -i- 2B^'xy 

+ 2 -h 2 C'y + 2 G" s D = O 


l’équation d’une surface du second degré. Désignons par H le 


hessien 


A 

B" 

B' 


H = 

B" 

A' 

B 

(97) 

B' 

B 

A" 


1 

G 

G' 

G" 


de cette équation. Les lignes de courbure seront à l’intersection 
de la surface et des suivantes, où X désigne un paramètre arbi- 


(‘) J. Weinuarten, Fine neue Classe au/ einander abmckelbarer Fldchen 
{Naehrichten de Gœttingue, janvier 1887, p. 28). 
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■^5r''^dpJ 


-f(/;^+/;^+/:'^) 


Si l’on pose 

(99) X'=H«, X'=H.., 

V et V étant les deux racines de l’équation en X (98), on aura, 
pour l’élément linéaire de la surface, l’expression 

, , H, ,r du^ do^ 

(100) 


ds^ = S ( M — 


r dti^ df__~ 


OÙ Ton a désigné, pour abréger, par A (S) le déterminant suivant 
(loi) ^(S) = 


A - S B' 

B" A'- S B 
B' B A"— S 


Appliquons d’abord ce résultat au paraboloïde défini par Té- 
quation (92) 

H- 2 iyz -h 2k X = O. 

On aura ici 

H=-A-2, A(S)= — S(S — i)^ 

et il viendra 

Pour le second paraboloïde, ayant pour équation 
2xy -\-2 ixz — 2ky-\-2ikz^ o, 

on trouvera 

H=-4^-^ A(S)=-S3; 

de sorte qu’il viendra 

(io3) ds^^k^{u — — vdç^). 

Ces résultats sont conformes à ceux qui ont été indiqués par 
M. Weingarten. 
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1081 . Bien que les paraboloïdes considérés dans les numéros 
précédents soient imaginaires, il nous a paru utile de les intro- 
duire pour préciser le degré de généralité des résultats nouveaux 
qui ont été obtenus dans la théorie de la déformation et pour 
bien montrer combien on est encore éloigné d’une solution 
quelque peu étendue du problème. Si l’on se place à ce point de 
vue, il ne sera pas inutile d’indiquer quelques surfaces réglées, 
aussi simples que possible, admettant les éléments linéaires, in- 
diqués par M. Baroni et M. Goursat, pour lesquels la solution du 
problème de la déformation peut être obtenue d’une manière 
complète. 

A cet eflfet, nous remarquerons que si, dans les formules géné- 
rales (91), on remplace la fonction arbitraire a par 2P, on obtient 
une surface réglée admettant l’élément linéaire ( 63 ) et définie par 
l’équation 

(1 04 ) y — iz — 2a?(j/-î- i;;). 

Si donc on pose 

= m(i — H- A P, 

la surface correspondante aura pour équation 

. . / .N 2 -f- 772 — 

(105) y — IS = 2a7(jK -h £Æ) H (j 4- 1 5)3 4- A H- izy. 

En laissant de côté le cas où m est égal à 2, on voit que, pour 
les cas signalés par MM. Baroni et Goursat, l’élément linéaire 
convient à une surface réglée du troisième degré à plan directeur 
isotrope. 


D. — IV. 


22 
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CHAPITRE XIV. 


DERNIÈRES RECHERCHES. 

Nouveau développement donné par M. Weingarten aux recherches précédentes. 

— Problème proposé. — Étant donné un élément linéaire, pour résoudre le 
problème de la déformation, on mène par chaque point de la surface cher- 
chée (0) une tangente faisant un angle déterminé, mais d’ailleurs variable, 
avec les courbes coordonnées; puis on prend comme variables indépendantes 
deux paramètres quelconques propres à définir la direction de cette droite 
dans l’espace. — Formation des équations aux dérivées partielles auxquelles 
satisfont les coordonnées curvilignes w et o considérées comme fonctions de 
ces paramètres. — A ce propos, l’on rappelle et l’on complète quelques propriétés 
de la ligne de striction des surfaces réglées. — Étant donnée une congruence 
rectiligne, assembler les droites en surfaces réglées dont les lignes de striction 
soient sur une des nappes focales de la congruence. — Les propriétés géomé- 
triques établies permettent de simplifier les équations qui déterminent m et o 
et de les réduire à une seule équation aux dérivées partielles du second ordre. 

— Renvoi au Mémoire de M. Weingarten couronné par l’Académie des Sciences. 


1082. Si l’on analyse la méthode suivie par M. Weingarten et 
exposée dans le Chapitre précédent, on remarquera qu’elle peut 
être interprétée comme il suit. Par chaque point de la surface (0) 
admettant l’élément linéaire donné par la formule ( 4 ) [p. Sog] 
on mène une tangente {d) dont les cosinus directeurs C, C/, 
G' s’expriment par les formules (i3) [p. 812 ]. On exprime ces 
cosinus directeurs en fonction de deux paramètres v! et p' et l’on 
essaye de déterminer les coordonnées curvilignes z/ et p en fonc- 
tion de ces paramètres. Dans le cas particulier le plus important, 
celui où l’élément linéaire de (©) revêt la forme ( 48 ), l’une des 
coordonnées p est déterminée par une équation aux dérivées par- 
tielles du second ordre, l’équation ( 87 ) [p. 824 ]. L’autre u s’ex- 
prime rationnellement en fonction de p, supposée connue, et de ses 
dérivées premières par rapport aux variables a et p, en fonction 
desquelles les cosinus C, C', ont été exprimés par les for- 
mules ( 52 ). 
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Pour rechercher si des simplifications analogues se produisent 
toujours, proposons-nous donc le problème général suivant : 

Étant donné un élément linéaire quelconque, défini par la for- 
mule 

{i) ds^=^ du^-^7.¥ da dv G 

supposons qu’il s’agisse de déterminer toutes les surfaces (0) ad- 
mettant cet élément linéaire. Si l’on mène, par chaque point d’une 
de ces surfaces, une tangente (rf) déterminée exclusivement au 
moyen de l’élément linéaire, c’est-à-dire une tangente faisant avec 
l’une des courbes coordonnées un angle qui sera une fonction déter- 
minée de U et de la direction des droites telles que [d) dépendra 
de deux paramèti'es que l’on pourra choisir d’une infinité de ma- 
nières différentes. Par exemple, on mènera par le centre d’une 
sphère (S) de rayon i des parallèles aux droites {d). Si l’on prend 
sur la sphère (S) un système de coordonnées curvilignes quel- 
conques ^ r', la direction de chaque droite [d) sera définie par 
les coordonnées curvilignes du point où la parallèle à cette droite 
rencontre la sphère (S). Proposons-nous, avec M. Weingarten, de 
déterminer les coordonnées curvilignes u elv du point de la sur- 
face (0) en fonction des variables indépendantes et 

Employons ici encore le trièdre (T). Il est clair qu’on peut le 
déterminer par la condition que son axe des x coïncide avec la 
droite (d). D’après les notations que nous avons adoptées, a, d ^ 
d sont les cosinus directeurs de cette droite et l’on doit avoir 

( 2 ) ds'’^ = da"^ dd^ -H dd"^ = e du!’^ -^ 2 / dd dd -h g dd^, 

e, /, g étant des fonctions connues de d et de L’équation pré- 
cédente donne l’élément linéaire de la sphère (S), exprimé en 
fonction des variables d et d , Si l’on emploie les formules 

1 dar=z b{7' du-^- r<^dv) — c{q du qidç), 
dd= b\r du-h ridv)— c\q du-^ qidç)^ 
dd'z= b\r du -h rj dv) — d{q du-\-qi 

on peut lui donner la forme suivante 

(4) {q du q^ d^Y-\-{rdu'^rid9f—edd'^^^fdu!dd’^gdd^, 

qui, jointe aux six équations fondamentales (A) [II, p. 882] entre 
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les rotations elles translations, permettra d’éliminer les rotations 
et conduira aux équations aux dérivées partielles propres à déter- 
miner w et en fonction de zz' et de v'. Le premier point à établir 
est le suivant : parmi les équations du système (A), l’une d'elles, 
la première, peut être laissée de côté et sera toujours, dans le cas 
actuel, une conséquence des cinq autres. 

Si, en effet, l’on mène, par le point m de (S) qui sert de repré- 
sentation sphérique à la droite (d) tangente en M à (@), un 
trièdre (T^) ayant ses axes parallèles à ceux de (T), ce trièdre 
aura son axe des ûs normal en m à la sphère (S); et, comme il a 
les mêmes rotations que le trièdre (T), il suffit de faire une per- 
mutation circulaire pour reconnaître que la première équation (A) 
exprime le fait suivant : la courbure totale de (S) est égale à 
l’unité. Comme la formule ( 2 ) nous donne l’élément linéaire de 
cette sphère, il n’est donc pas douteux que la première équa- 
tion (A) sera une conséquence de toutes les autres et que nous 
pourrons la négliger. 


1083. Cela posé, revenons à l’équation (4)« Si nous y rempla- 
çons du, dç par leurs expressions 


, du y , du y , 
du = > aw H- -;-7 dv , 

du dv 


dv = du' -h dç'^ 
du df^' 


et si nous égalons les coefficients de dcd-, did dv', dv’- dans les 
deux membres, elle se décomposera en trois équations. Comme r 
et sont des fonctions connues de u et de v, ces trois équa- 
tions, non seulement nous fourniront les valeurs de q et de q^, 
mais elles nous donneront de plus une relation entre u\ ç', les 
fonctions u, ç et leurs dérivées premières par rapport à zz' et à 
Voici comment on peut obtenir cette relation. 

Donnons à l’équation (4) la forme suivante : 


f (q du -h Çi df^y = e du'^~h 2/ du' df^'-h g dv'^ 



En écrivant que le second membre est un carré parfait, nous 
aurons la relation 

^6) r» Aiz-f-arri A(w, p)h- rîA(r) = i, 
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ie symbole A9 étant le paramètre différentiel du premier ordre 


(7) 


Ae = 


/()ÔV /(Î9 

eg-r- 


relatif à Vêlement linéaire de la sphère (S). 

Quand la relation ( 6 ) sera vérifiée, le second membre de Féqua- 
tion (5) sera un carré parfait 


où Q et Q^ seront des fonctions connues de p', de w, p et de 
leurs dérivées premières. Les rotations q et seront déterminées 
par l’identité 

q du qi ^ Çl du ' Qi 


qui donnera 
( 8 ) 


du èç ^ 


àv! ' 
du dQ ^ 


On déduit de là les valeurs de q et de q^. Ces valeurs donnent 
lieu à l’identité suivante 


âQ àQx __ /dq dqi\/du dç du d(^ \ 
c)p' du' ~du/\du' dç^' dv' du')^ 


dont la véi'ification n’offre aucune difficulté. 

Les valeurs de 5 ^ et de gr, une fois obtenues, il n’y a plus qu’à 
les porter dans les équations (A), qui se réduisent aux suivantes, 
si l’on tient compte de la remarque faite plus haut, 


(10) 


dq ^ d^ 
âp du 
dr drt 
àif du 

\ 


= ^Pi—P^u 


^pqx—qpu 


^P 


du 


= 717-1— 


<ÎP 


àr\i 

du 


rU — ln, 




Les deux premières de droite servent de définition à /■ et à ri; 
les trois autres contiennent les deux rotations p, p\ gue l’on peut 
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éliminer; et il reste Tunique équation 


(*0 


^ r, 

du 

âr drt 

— —’îi 




Si Ton remplace ^ leurs valeurs déduites des 

équations ( 8 ) et ( 9 ) on sera conduit à une nouvelle relation 
entre n, P et leurs dérivées par rapport à w' et à Celte équation, 
jointe à celle ( 6 ) que nous avons obtenue, donnera toutes les re- 
lations nécessaires entre les variables u, p, p^ Mais elle sera 
cette fois du second ordre par rapport aux dérivées de u et de p. 


1084. D’ailleurs, lorsqu’on aura les expressions de u, p en 
fonction de p', la surface ( 0 ) s’obtiendra par de simples qua- 
dratures, pourvu que le système de coordonnées u', p' soit choisi, 
sur la sphère (S), de telle manière que Ton connaisse les expres- 
sions de < 2 , a\ ol^ en fonction de et p'. Dans cette hypothèse, 
en effet, les formules (3) nous feront connaître è, en 

fonction des dérivées premières de a, a\ a'', et la surface (©) sera 
définie par les formules 

I X= J* a{^du~>r\i b{y\ du-^-ri^dv), 

^ — J (^'(Xdu-\-lidv)-^h\r^du-+-'r\xdç), 

Z “ ^ a”{Xdu-\-^idv)-\-¥{ridu-^y\idv). 

Les deux équations qui déterminent m et p en fonction de et 
de p' sont, en général, assez compliquées. On les ramène à la forme 
la plus simple qu’elles puissent recevoir à l’aide de l’artifice sui- 
vant. 

1085. Supposons d’abord que les droites (d) aient été données 
a priori, c'est-à-dire que Ton ait indiqué d’une manière précise 
comment le trièdre (T) est rattaché à la surface (0). Cherchons 
sur cette surface les courbes (R*) définies par Téquation différen- 
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tielle 

(i3) r du-^ 

c’est-à-dire les courbes telles que, lorsqu’on se déplace suivant 
l’une d’elles, la composante de la rotation du trièdre autour de la 
normale soit nulle. On peut interpréter géométriquement cette 
condition. 

En effet, les formules (3), qui donnent les différentielles de a, 
a', nous montrent que, si l’équation (ï 3) est vérifiée, la sur- 
face réglée engendrée par l’axe des x du trièdre (T) a son plan 
tangent à l’infini perpendiculaire à l’axe des de ce trièdre, c’est- 
à-dire normal au plan tangent de (0). Donc les courbes définies 
par l’équation différentielle (i3) sont les lignes de striction des 
surfaces réglées engendrées par l’axe des x du trièdre (T), et nous 
pouvons énoncer la proposition suivante : 

Étant donnée une congruence formée de droites {d) tan-- 
gentes à une surface (0), si Von veut assembler ces droites en 
siafaces réglées dont les lignes de striction soient sur la su?- 
face (0), il faudra intégrer une équation différentielle du 
pre??iier ordre, qui fera connaître ces lignes de stiiction. Cette 
équation ne changera pas de forme quand la suif ace (0) se 
déformera en entraînant les di'oites de la congruence. 

Il l'ésulte de la méthode suivie que ces lignes de striction sub- 
sisteront si, à chaque droite {d) de la congruence, on substitue, 
dans le même plan langent de (0), une autre droite (o?') faisant 
avec {d) un angle qui demeure constant sur chaque ligne de stric- 
tion, car alors les trièdres relatifs aux droites (rf) et (o?') auront 
les mêmes rotations. 

Alu lieu de donner la congruence formée par les droites (J), sup- 
posons que l’on donne les lignes de striction (K). Nous allons 
voir que, pour déterminer la congruence, il ne sera pas nécessaire 
cette fois d’intégrer une équation différentielle : il suffira d’effec- 
tuer une quadrature. 

Employons, en effet, un trièdre (T) rattaché à (0) d’une ma- 
nière arbitraire, mais connue; et déterminons la droite {d) de la 
congruence qui passe en un point M de (0) par l’angle a qu’elle 
fait avec l’axe des x du trièdre. Lorsqu’on se déplace sur une des 
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lignes (K) données, la droite {d) engendre une surface réglée. 
Déterminons le plan tangent à l’infini de cette surface. Pour cela, 
menons par un point fixe O une droite Om de longueur i, pa- 
rallèle à (rf); et rapportons cette droite à un trièdre (T'), de 
sommet O, parallèle au trièdre (T). Le point ?n ayant pour coor- 
données relatives à ce trièdre 

cos a, sina, o, 


les projections de son déplacement seront 

— %ïnoL{da. r du ri dv ), 
cosa(^a-{- rdu-\- ri dç), 

(p du -f - Pi dv) sina — (g du qi d^) cos a. 

Pour que la courbe (K) décrite par le point M de (0) soit ligne 
de striction de la surface réglée engendrée par la droite (rf), il 
faut que le déplacement précédent soit normal au plan des xy^ 
c’est-à-dire que l’on ait 

(14 ) 4- r H- Tl = O. 

Cette équation met immédiatement en évidence le résultat 
énoncé. On aura 

(ï5) a = — Ç r du-^ridç^ 


l’intégrale étant prise suivant l’une quelconque des courbes (K). 
La constante qu’il faudra lui ajouter pourra varier quand on 
passera de l’iine de ces courbes aune autre. Si, par exemple, on a 
choisi le système de coordonnées curvilignes de telle manière que 
les courbes (K) soient définies par l’équation 


on aura 


U = const., 


a 



ridç ^{u^. 


o(w) étant une fonction arbitraire de u. 


1086. Les remarques précédentes établissent implicitement cer- 
taines propriétés intéressantes de la ligne de striction d’une surface 
réglée. On savait déjà que cette ligne conserve sa définition quand 



dernières recherches. 

la surface se déformé de telle maniéré que ses g’énératrices de- 
meurent rectilignes. Nous voyons maintenant que, si Ton inscrit 
suivant la ligne de striction une surface quelconque (0) tangente à 
la surface réglée, on pourra déformer cette surface de telle ma- 
nière qu’elle entraîne dans ses plans tangents les génératrices de la 
surface réglée sans que la ligne de contact cesse d’être la ligne de 
striction. Cette nouvelle proposition comprend la précédente, car 
la surface (0) peut se réduire à la surface réglée elle-même*-, il 
serait d ailleurs aise de la démontrer par une voie entièrement 
géométrique. Elle conduit à la conséquence suivante : 

Soit (R) une courbe quelconque tracée sur ( 0 ); proposons-nous 
de déterminer les surfaces réglées, tangentes à (0), dont elle est 
la ligne de striction. Nous substituerons à la surface (0) la déve- 
loppable (A) circonscrite à (0) suivant la courbe (R), et nous 
effectuerons le développement de (A) sur un plan. La courbe (R) 
se transformera ainsi en une courbe plane (R'). Les généra- 
trices {d) de la surface réglée deviendront des droites (û?'), situées 
dans le plan de (R') et passant par ses différents points. Pour que 
la courbe (R') puisse être regardée comme une ligne de striction 
pour la surface réglée engendrée par ces droites (<^'), il faudra 
qidelles soient toutes parallèles. Car, si elles se coupaient à 
distance finie, le plan tangent à l’infini de la surface réglée coïn- 
ciderait avec le plan de (R')? tandis que, dans le cas où les droites 
sont toutes pai'allèles, ce plan tangent est indéterminé et peut être 
considéré comme perpendiculaire au plan de (R^). Nous sommes 
donc conduits à la consU'uction suivante : 

Étant donnée une courbe (R) située sur une surface (0), 
pour obtenir les surfaces réglées, tangentes à (0) suivant cette 
courbe, dont elle est la ligne de striction, on circonscrira 
une développable à fa surface (0) suivant la courbe (R); puis 
on déformera cette développable de telle manière que, ses 
génératrices demeurant rectilignes, elle vienne s' appliquer 
sur un plan. La courbe (R) sera ainsi transformée en une 
courbe (R'). Si, par les différents points de cette courbe plane, 
on mètie des parallèles {d') à une direction quelconque, ces 
parallèles seront les transformées des génératrices recti- 
lignes (d) de la surface cherchée. 
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Au lieu d’employer la Géométrie, on peut aussi, pour retrouver 
ces résultats, remarquer que, si Ton introduit le rayon de cour- 
bure géodésique de (K), l’équation fondamentale (i4) peut 
s’écrire 


£i?(a — tü) = — 


ds 

7/ 


les notations du Livre V, Chap. IV, étant conservées, a — co est 
l’angle que fait la droite cherchée avec la courbe (K); si nous le 
désignons par I, on a 


(i6) 


dl 


ds 

S 


de sorte que la théorie actuelle nous donne une interprétation 
géométrique élégante de l’angle de contingence géodésique. En 
particulier, les propositions démontrées au n® 737 et dues à 
M. Bonnet sont ramenées à leur véritable origine *, la formule (44) 
de ce numéro est d’ailleurs identique, aux notations près, à celle 
que nous venons d’indiquer. 


1087. Revenons maintenant à la question que nous avons à 
traiter, et supposons que l’on ait pris sur la surface (0) une famille 
quelconque de courbes (K). Associons-leur une seconde famille de 
courbes (L), qui détermineront avec les premières un système de 
coordonnées curvilignes u et p, le paramètre u étant celui qui 
convient aux courbes (K). Je dis d’abord que l’on peut toujours 
déterminer les courbes (L) de telle manière que, si l’on fait corres- 
pondre au point de (0) un point d’un plan (P) de coordonnées 
rectilignes u et ç’, la courbure d’une portion quelconque de (0) 
soit égale à l’aire de la portion correspondante du plan (P). 

Comme la courbure est représentée (n°® 496 à 499) par l’intégrale 
double 


il faudra que l’on ait 


dr dri 
dp du 


07 ) 
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Or, si l’on a choisi arbitrairement les courbes (L), on aura 

àr. 


Changeons les courbes de paramètre p; c’est-à-dire posons 

pO=cp(M,p); 

ro, r\ désignant les nouvelles rotations, on devra avoir 


ce qui donnera 


et, par suite, 


r® du -T- = r du r^dv, 


^pO 

r = 7*0-1- rJ-T-j 
^ ou 


7*1 = 


,.o 

' 1 


^pO 


__ / ^ drl \ __ 

du \<^v 0 y ^p ^)* 

On doit avoir, avec le nouveau système de coordonnées î/, 

^ro ^ dr^ __ 
d(>“ ~ lu' ~ 


Donc l’équation précédente nous donnera 


ou 

(i8) 


Ov 


=/(«,('). 








V 


p^ désignant une constante; de sorte que, par une simple qua- 
drature, la question proposée sera résolue. 

Ainsi, en laissant entièrement arbitraires les courbes de para- 
mètre on peut toujours réaliser la condition 

dr ()ri __ 
do du 


Il existera alors donc une fonction a, déterminée à une constante 
près et satisfaisant aux deux équations 
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Or, si Ton substitue au irièdre (T) choisi primitivement un 
autre trièdre dont l’axe des x fasse avec le premier l’angle a défini 
par les deux relations précédentes, les premiers membres de ces 
relations seront les rotations nouvelles de ce trièdre autour de 
Taxe des is. On peut donc, par de simples quadratures, et en 
laissant entièrement arbitraires les courbes de paramètre Uj 
réaliser les deux conditions 


( 20 ) r = ^1 = 0 . 

Alors les lignes de paramètre u seront lignes de striction 
pour les surfaces réglées qui sont engendrées par V axe des x 
{ou par Vaxe des y) du trièdre (T) lorsque le sommet du 
trièdre se déplace suivant une de ces courbes- 


1088. Avec ce système de coordonnées, la première des deux 
équations (6) et (i i), qui déterminent u et v en fonction de lé et 
de v\ se ramène à la forme simple 


de sorte qu’elle permet d’exprimer v en fonction de u. La valeur 
de c>, portée dans l’équation (ii), donnera une équation, né- 
cessaire et suffisante, qui déterminera u- Il est facile de recon- 
naître que cette équation est du second ordre et de la former, en 
employant les paramètres différentiels pour abréger les calculs. 

Reprenons à cet effet l’élément linéaire de la sphère (S), défini 
par l’équation 

= e H- a/ du! dv' g dv'^, 


et formons les paramètres différentiels de u^ relatifs à cet élé- 
ment- Par suite des propriétés d’invariance de ces paramètres, on 
pourra écrire l’élément llnéaii'e avec les variables w et ce qui 
donnera, en tenant compte des relations (4) et ( 20 ), 

{22) ds'^^ du^’^{q du-\- q^dvY, 

puis former les paramètres différentiels avec ces variables u et v- 
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On aura, 0 , o* désignant des fonctions quelconques, 


(23) 


A6 = 


A(0,(t) = 


A2Ô = 


1 , 


I / 

de 

de\ 

2 





Up) 

v^ql [ 


^‘dù) 

> 




I 

dô du 

1 ( 

' de 


/ de 


de\ 



àv dv 

■ \ 

^ dp 


[^Tv- 


du)' 


1 

, (îl 

q 


I à 

/p2-hg-2 

ae 

_ q 

dB\ 

çqi 

dît \ P 

du V 

Fv)^ 

vqi àv 

\ ^qi 

dç 


du) 


Et l’on déduit de là immédiatement l’équation (21) donnée plus 
haut. Appliquant aussi la seconde formule aux deux fonctions a 
et w, on trouvera 

, , I / àa àa\ 

ou, en remplaçant parleurs expressions connues, déduites 

des formules ( 3 ), 

àcL . àa , 

^^^br-cq, -^ = br,-cqu 

et tenant compte des équations (20) 

(2^) b-vL{a,u). 

Ainsi, quand u sera connue, les coordonnées du point de la 
surface cherchée ( 0 ) seront définies par les quadratures 


X=y' a(ç«?M + $idi’) + pA(â!, + 

(25) I Y=y' a'{\du^%idv) + vi.{a',u){-ndu^r,idv), 

Z = J" du -h dv) -h P A(a", k)(t<i du H- t)i dv). 

Tout est donc ramené à la détermination de u. Or on a 



j 

A Am= — ’ 

v»ql 

(26) 


i, ît = — 

9qi v^q\ 

et enfin 



(^ 7 ) 

cr(ît) 

11 
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g(u) étant riavariant défini au n° 707 et exprimé en fonction 
des précédents par la formule 


(28) 


eu = 


A Am — A( M, Am) A 2 ii 
4 Am 


11 n’y a plus qu’à adjoindre la dernière des relations (10), écrite 
sous la forme 

P Pi 9 f f 

Çi qi q\ 


et à remplacer, dans cette nouvelle équation, les rapports ^ ^ 
par leurs valeurs, que l’on déduira des équations (26) et (27), 
pour obtenir l’équation finale 


( 29 ) 7)1 g(M)-+- ^ Au) = o, 


à laquelle devra satisfaire u. Il faudra y remplacer partout, et en 
particulier dans les expressions des translations y|, la va- 

riable par sa valeur —Li- Ces translations satisfont à deux des 

^ /ÂM 

équations (10) qui deviennent ici 


( 3 o) 


) àu 

< 

I 

\ àç C/M 


=— 


= 


1089. Pour faire des applications de sa méthode, M. Wein- 
garten a choisi sur la sphère (S) le système de coordonnées symé- 
triques pour lequel on a 


( 3 ]) 


a = 9 M = , 

IH- iry i-{-aiy 




I -H xy^ 


l’élément linéaire ayant pour expression 


( 32 ) 


ds'^ 


4 dx dy 
(I ^ xy)^ ' 


On a ici, en adoptant les notations de Monge pour les dé- 
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<33) 


rivees, 


Aa = (i -h ccyYs, 

, . (i -f- cGvy* . 
a(^^) = 


A A14 = ps)(pti~^ C 

A( Uj Au) = ■ ^ ( 2 - 4 - /3® -H ^ 


et désignant, pour abréger, les combinaisons suivantes 


(34) 


/•i = r . 


^p.r 




ti == t -+~ 


%qœ 
I H- œy 


La substitution de ces valeurs conduit à une équation de la 
forme 


OÙ A, C, B, sont des fonctions de «, /?, q. M. Wein- 

garten, après avoir formé cette équation, a cherché dans quel cas 
elle peut être complètement intégrée par la méthode de Monge, 
ce qui l’a conduit aux surfaces applicables sur le paraboloïde de 
révolution. Mais son Mémoire, couronné par l’Académie des 
Sciences (^), n’étant pas encore publié, nous nous contenterons 
des indications précédentes,. Nous ferons seulement remarquer 
que si, pour simplifier autant que possible l’équation, on fait les 
deux hypothèses 

7)1 = 0, T, -H^ip2=0, 


on retrouve les propositions établies dans le Chapitre précédent. 

Le résultat des recherches contenues dans ce Chapitre peut 
s’énoncer comme il suit ; 


Étant donnée une famille quelconque de courbes (K) tra- 
cées sur une surface (©), on peut toujours, par de simples 
quadratures, déterminer toutes les congruences (G) formées 
de tangentes à (0) et telles que les surfaces réglées engen- 
drées par toutes les droites de la congruence ayant leur ori- 
gine sur une des courbes (K) admettent cette courbe comme 


(*) Voir les Comptes rendus, t. GXIX, p. io5o, io5i, décembre 1894 . Pour la 
partie analytique et pour le fond, notre exposition coïncide avec celle de 
M. Weingarten; les propriétés géométriques sont nouvelles. 
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ligne de Striction, Lct relation entre la congruence et la sur- 
face subsiste ciuand la surface se déforme en entraînant les 
droites. Si Von prend deux variables indépendantes pour dé- 
finir la direction de ckacjue droite de la congruence, le para- 
mètre de la famille de courbes (k) doit satisfaire à une 
équation aux dérivées partielles du second ordre qui dépendra 
exclusivement de V élément linéaire de (0) et dont V intégra- 
tion permet, par suite, de déterminer par de simples quadra- 
tures toutes les suif aces applicables sur la surface (0). 



